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Интеграл Колмогорова можно определить как 

след в подходящем тензорном произведении про-

странства функций и пространства мер; при этом 

как функции, так и меры могут быть обобщёнными. 

Если (X,  ) – измеримое пространство (X – множе-

ство,  – -алгебра его подмножеств),  и  – про-

странства измеримых (вещественных или комплек-

снозначных) функций и -аддитивных числовых 

мер на нём и    – пополненное относительно 

некоторой топологии их тензорное произведение, 

то след tr p элемента  p    обозначается сим-

волом ( , )
X

p x dx  или символом 
2 11 2 =( , ) | .x x

X

p x dx  

Если =p f , то след tr p совпадает со значением 

меры  на функции f, т.е. tr =( , ) = ( ) ( ) 
X

p f f x dx . 

Если f или  – обобщённые элементы, то справед-

ливо равенство tr p = (,  f ), в котором символ (,  f  ) – 

это значение линейного функционала, которым 

может быть как , так и f, на элементе из его области 

определения.
1

Сам А.Н. Колмогоров определял свой интеграл 

совсем по-другому и не упоминал понятие следа ни 

в определении, ни при формулировке свойств этого 

интеграла. Короткое и ясное введение в первоначаль-

ную теорию интегралов Колмогорова приводится в 

книге [1], где есть также ссылка на оригинальную 
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статью Колмогорова, однако по-прежнему не упо-

минается связь этих интегралов с понятием следа.

Если Q и P – соответственно конфигурационное 

и импульсное пространства классической гамиль-

тоновой системы, где Q и P – двойственные друг 

другу вещественные локально выпуклые простран-

ства (с билинейной формой двойственности 

 :b Q P ), то гамильтонова мера Фейнмана на 

фазовом пространстве E = Q  P – это обобщённая 

мера Ф на нём, преобразование Фурье    : P Q   

которой определяется равенством  ( , )
( , ) = .

ib q pp q e  

Гамильтонова мера Фейнмана является интеграль-

ным ядром преобразования Фурье, переводящего 

функции в меры (возможно, обобщённые), и по-

этому может быть использована при определении 

бесконечномерных ПДО (см. [2]).

С другой стороны, бесконечномерные ПДО можно 

определять, используя интеграл Колмогорова. Это 

означает, что существует связь между интегралом 

Колмогорова и гамильтоновыми мерами Фейнмана. 

Целью этого сообщения является обсуждение связей 

между объектами из его названия. Изложение носит 

в основном алгебраический характер, и аналитиче-

ские предположения обычно опускаются.

1 .  П р е д в а р и т е л ь н ы е  с в е д е н и я .  Факти-

чески интеграл Колмогорова появляется, хотя и 

неявно, в вычислениях, связанных с определениями 

бесконечномерных ПДО, не использующими ко-

нечномерных аппроксимаций (см. [2, 3]). При этом 

возникают объекты, аналогичные переходным ве-

роятностям, которые можно считать элементами 

тензорных произведений подходящих пространств 

функций и мер (возможно, обобщённых); такие 

объекты мы называем переходными амплитудами. 

Переходной амплитуде a( ·,· ) сопоставляется её (воз-
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можно, обобщённый) след, который определяет 

обобщённую меру, которую можно считать также 

задаваемой (“неопределённым”) интегралом Кол-

могорова.

Всюду далее E = Q  P, где Q – сепарабельное ве-

щественное гильбертово пространство, =P Q – его 

гильбертово сопряжённое, 1 2= { , ,...}e e  – ортонор-

мированный базис в Q и  
1 2= { , , ...}' e e  – его образ в 

P. Пространство E обладает естественной симплек-

тической структурой (задаваемой оператором 

:I E E , где  E P Q  и ( , ) = ( , )I p q q p ,  ,q Q  

p  P), которая определяет скобку Пуассона { , }   в 

множестве гладких функций на E: именно, если f и 

g – две функции, то  { , }( ) = ( )( ( )),f g z f z I g z  z E . 

Алгеброй Пуассона на E мы будем называть (вообще 

говоря, бесконечномерную) алгебру Ли, векторное 

пространство которой образовано гладкими функ-

циями на E; при этом предполагается, что умно-

жение в этой алгебре задаётся скобкой Пуассона (ср. 

[11]). Элементы алгебры Пуассона называются клас-

сическими наблюдаемыми на E. Квантованием 

[4–6] называется линейное отображение множества 

классических наблюдаемых в множество псевдоди-

фференциальных операторов, при котором каждая 

классическая наблюдаемая  :A Q P   переходит 

в ПДО Â , символом Вейля которого она является. 

Конечно, помимо символов Вейля можно исполь-

зовать также и другие символы (см. ниже).

При этом соответствующие экспонентам от по-

строенных ПДО формулы Фейнмана задают аппрок-

симации интегралов по гамильтоновым мерам Фей-

нмана на пространствах отображений отрезков в 

пространства Q P . Стоит подчеркнуть, что в не-

которых определениях бесконечномерных ПДО, в 

том числе и в одном из приведённых ниже, исполь-

зуются гамильтоновы меры Фейнмана на Q P .

Полиномами на E (это определение зависит от 

базиса ) называются полиномы с комплексными 

коэффициентами от конечного числа координат в 

базисе  '  . – операторным квантованием на 

гильбертовом фазовом пространстве =E Q P  на-

зывается линейное отображение, сопоставляющее 

каждому полиному :k E   плотно определённый 

и замыкаемый в подходящем локально выпуклом 

пространстве комплексных бесконечно дифферен-

цируемых по Гато вдоль линейной оболочки базиса 

 функций на Q линейный оператор k  (называемый 

квантовой наблюдаемой), так что если полином k 

зависит только от координат пространства Q, т.е. 

( , ) = ( )k q p f q , то k  – оператор умножения на f, а 

если k зависит только от координат пространства P, 

т.е. 1( , ) = ( ,..., )nk q p g p p , то k  – дифференциальный 

оператор 
 

 
 1

( ,..., )
n

g i i
q q

. Если такое квантование 

осуществляется отображением k k , то операторы 

k  называются ПДО с символом k .

Известно, что при d = dim <Q  для всякого 

    таким квантованием является отображение 

 ˆk k , определяемое на гладких функциях 

:k E  умеренного роста так: для каждой функции 

 из пространства   Шварца на Q и для каждого 

x Q  

 

d ( )
( )( ) = (2 ) (

(1 ) , ) ( )  ;

 
    




    


 ˆ ip x q

P Q

k x e k q

x p q dq dp  (1)

при этом отображения  0̂k k ,  1̂k k  и  1 2
ˆk k  

называются, соответственно, qp-квантованием, pq-

квантованием и вейлевским квантованием.

Далее приведены две конструкции квантований, 

которые распространяются на случай бесконечно-

мерной области определения функций, преобразу-

емых квантовыми наблюдаемыми. Одна из кон-

струкций (ср. [3, 7]) использует гамильтонову меру 

Фейнмана. В обсуждаемой ниже конструкции ис-

пользуется интеграл Колмогорова, причём кон-

струкция из [3, 7] является её естественным продол-

жением. Отметим, что её можно использовать для 

альтернативного определения тех гамильтоновых 

мер Фейнмана, которые использовались перед этим 

для определения бесконечномерных ПДО.

2. О б о б щ ё н н а я  м е р а  Ф е й н м а н а  и  б е с -

к о н е ч н о м е р н ы е  П Д О .  Чтобы перейти к бес-

конечномерной версии формулы, содержащей ко-

нечнократные интегралы, полезно записать эту 

формулу в виде, не зависящем от размерности про-

странства. Именно, вводя в (1) новую переменную 

интегрирования  =q q x  (при фиксированном x), 

находим 

 d
( )=(2 ) ( , ) ( ) ;

  


 
       
 
 
  ip q

P Q

k x e k x q p x q dq dp  (2)

возвращаясь к прежнему обозначению переменной 

интегрирования и меняя знак при q, получаем ра-

венство 

 d
( )=(2 ) ( , ) ( )  ;

 


 
      
 
 
  ip q

P Q

k x e k x q p x q dq dp  (3)

в силу плотности S в S  мы можем и будем считать, 

что функция k принадлежит ( )Q P . Тогда правую 
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часть равенства (3) можно интерпретировать как 

применение к функции    ( , ) ( , )Q P q p k x q p  

 ( ) ,x q  являющейся элементом ( )S Q P  (при 

фиксированных   и x ) той регулярной обобщённой 

функции из  ( )S Q P , которая обладает плотностью 
d

(2 )
  ip qe  и S -преобразованием Фурье (на со-

пряжённом пространстве E , снова отождествляемым 

с P Q ) вида ( , )
     ,ip qE p q e  и которая далее 

обозначается  s . Отметим, что именно независи-

мость вида этой формулы для преобразования Фурье 

от размерности пространства E и позволяет совершить 

обобщение формулы (1) на случай бесконечномер-

ного E. Применение такой обобщённой функции 

(функционала)  s  естественно [8] назвать интегри-

рованием по обобщённой симплектической мере 

Фейнмана (обладающей неограниченной вариацией 

даже в конечномерном случае); поэтому правую часть 

формулы (3) можно обозначать символом 

 ( , ) ( ) ( , ).     s

E

k x q p x q dq dp  (4)

Если меру  ( , )s dq dp  заменить обобщённой мерой 

  
2 2

( )
( , )

p q t
se dq dp , > 0,t  то можно снова вернуться 

к случаю полиномиальной k.

Для обсуждаемого обобщения назовём гильбер-

товым преобразованием Фурье комплексной счётно-

аддитивной меры m, заданной на борелевской сигма-

алгебре пространства   E P Q  (сопряжённого к 

фазовому пространства =E Q P ) функцию 

 :m E  , задаваемую формулой 

 ( , )m q p ( )
= ( , ) ,

   



  i p q p q

E

e m dp dq  

а интегралом по обобщённой симплектической мере 

Фейнмана (с преобразованием Фурье последней 

вида 
ip qe ) – линейный функционал  s  на простран-

стве  ( )M E  всех гильбертовых преобразований 

Фурье вида m , задаваемый формулой (где функ-

ционал отождествляется с определяемой им 

обобщённой мерой)

 

  



( ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) .

 



     

 





 ip q
s

E

s

E

M E m e m dp dq m

m q p dq dp



В этих терминах можем определить результат 

применения ПДО с -символом k к функции , яв-

ляющейся преобразованием Фурье борелевской 

счётно-аддитивной меры на бесконечномерном про-

странстве P, как функцию переменной x Q  по 

формуле (4).

Такие формулы для ПДО позволяют выписывать 

аппроксимирующие формулы для разрешающих 

полугрупп линейных эволюционных уравнений, 

правые части которых содержат эти ПДО, явля-

ющиеся генераторами полугрупп, по следующей 

схеме.

Можно показать, что замыкания операторов  k  

c полиномиальным отрицательным вещественным 

либо чисто мнимым символом k при подходящем 

расширении пространства ( )M Q  пробных функций 

на бесконечномерном гильбертовом пространстве 

являются генераторами сильно непрерывных одно-

параметрических операторных полугрупп 


0{ }  ,t k

te  

причём для плотного пространства функций  спра-

ведливы гамильтоновы формулы Фейнмана 

 
   


 ( / )

=    lim
n

t k t n k

n

e e  (ср. с [9]). 

3 .  И н т е г р а л  К о л м о г о р о в а  и  б е с к о н е ч -

н о м е р н ы е  П Д О. Описываемое определение бес-

конечномерного ПДО не содержит явно обобщённых 

мер, причём для полиномиальных символов опирается 

лишь на такой частный случай интеграла Колмого-

рова, вычисление которого сводится к нескольким 

обычным интегралам по счётно-аддитивным мерам.

Комплексным полиномом на Q называется 

функция Q , полиномиально (с комплексными 

коэффициентами) зависящая от конечного числа 

координат переменной q Q  в базисе  , анало-

гично тому, как выше полиномом на =E Q P  на-

звали комплексную функцию на этом произведении, 

полиномиально зависящую от конечного числа ко-

ординат переменных q Q  и p P  в базисе  '  .

Пусть :k E   – полином на E = Q  P и   .

Определим два оператора:  ( )k  в некотором про-

странстве функций на Q и  ( )Mk  в некотором про-

странстве счётно-аддитивных борелевских мер на P, 

в случае <dimQ  совпадающие с ПДО с -симво-

лом k.

Доказательство совпадения интеграла Колмого-

рова от (тензорного) произведения  f  ком-

плексной функции  1( )f L  на меру  (при этом 

   ( )( , ) = ( ) ( )f x A f x A  для точки x и множе-

ства A) с интегралом Лебега  ( ) ( )f x dx  можно найти 

в [1]. Далее на суммы таких произведений интеграл 

продолжается по аддитивности. Комплексные зна-

чения сумм вида ( , ) = ( ) ( )  ,k k
k

x A f x Aa  как 

функций точки и множества, можно считать опи-

сывающими “интенсивности” перехода частицы из 

точки x в множество A.
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О п р е д е л е н и е  1 .  Будем считать, что борелев-

ская функция : Q  является элементом области 

определения оператора  ( )k , если при всех q Q  

существует интеграл Колмогорова 

 
, , , =( ) | ,


  ip q

p q k p p

P

e dp

обозначаемый при этом  (( ) )( )k q , где для каждого 

p P   , , ,p q k  – та единственная комплекснозначная 

цилиндрическая (возможно, счётно-аддитивная) 

мера на P, для которой при каждом q Q  выполня-

ется равенство 

 
, , ,( (1 ) , ) ( ) = ( ) .

  
        ip q

p q k

P

k q q p q e dp

Те о р е м а  1 .  В область определения оператора 


( )k  входят все произведения f , где f – комплексный 

полином на Q и ( ) = ( )
  ip q

P

q e dp  – преобразование 

Фурье некоторой гауссовской меры  c нулевым средним 

и инъективным диагональным в базисе   ядерным кор-

реляционным оператором. 

Пространство функций, описанный в теореме 1, 

далее обозначим символом  .

Те о р е м а  2 .  Если для всех  ( , )q p Q P  

( , ) = ( )k q p g q  для некоторого комплексного полино-

мома g на Q, то   ( ) =k g . 

Те о р е м а  3 .  Если для всех  ( , )q p Q P  

( , ) =  jk q p p e  д л я  н е к о т о р о г о   ,je   т о 


   ( ) = jk i e .

Те о р е м а  4 .  При <dimQ  и   [0;1]  для 

каждого полинома k на Q P  операторы  ( )k  и ̂k  

совпадают на пространстве  .

Доказательство этих и приводимых далее теорем 

фактически сводится к непосредственной (хотя и 

громоздкой) проверке.

Как известно, при <dimQ  и =1 2  продол-

жения (совпадающие между собой) операторов  ( )k  

и ̂k H  на класс Шварца ( )Q  в случае вещественно-

значных символов k являются симметричным опе-

ратором в 2( )L Q .

При этом в случае бесконечномерного Q со-

пряжённым к оператору  ( )H , действующему в про-

странстве функций  , является оператор, действу-

ющий в пространстве мер.

Поэтому для того чтобы хотя бы сформулировать 

свойство симметричности для ПДО c полиномиаль-

ным ½ -символом  :k Q P , заданном на беско-

нечномерном фазовом пространстве E, нужно ис-

пользовать оператор, аналогичный оператору  ( )k , 

но действующий в пространстве мер на Q.

Далее будет показано, что сопряжённый к опе-

ратору  ( )k  оператор  ( )
*k  в пространстве мер также 

может быть определён в терминах интеграла Кол-

могорова, для чего зададим дуальное к   (относи-

тельно двойственности ( , ) = ( ) ( )   
Q

b q dq ) про-

странство мер; предварительно же опишем простран-

ство   в более удобной форме.

Л е м м а  1 .  Пространство   (  ( )Q ) состоит 

из преобразований Фурье тех мер, которые имеют 

полиномиальные плотности относительно всевозмож-

ных гауссовских мер на P Q  c нулевым средним и 

инъективным ядерным корреляционным оператором, 

диагональным в базисе ' .

Пространство мер, описанное в лемме 1, будет 

обозначаться символом ' '( )( ( )) .P P    Копию 

этого пространства, полученную с помощью ото-

ждествления P и Q и состоящую соответственно из 

борелевских мер на Q, обозначим аналогично: 

( ( ))Q   ; это пространство и используем как 

двойственное к  .

О п р е д е л е н и е  2 .  Пусть, как и выше, 

 :k Q P  является полиномом на Q P  и  . 

Для каждой меры    определим меру  ( ) ,Mk  

являющуюся значением на  оператора  ( )Mk , с 

помощью её преобразования Фурье. Именно, пусть 

для каждого  P  функция  : Q   задаётся 

формулой 



( )

( ) =
i qq e  и пусть функция  , ,kK  удо-

влетворяет соотношению

 

1( )
0 , , 0 1

( )1
1 0 1

( , ) ( , ) =

( (1 ) , ) ( ).

   

     





ip q
k

Q

ip q

Q

q p Q P e K q dq

e k q q p dq

Тогда 

 


0, , 0 =( )(( ) )( ) = ( ) ( , ) | .       M k q q

Q Q

q k dq q K q dq

Те о р е м а  5 .  Пусть <dimQ  и S , причём 

мера     имеет плотность  относительно бо-

релевской меры Лебега в Q. Тогда 

  
   (( ) )( ) = (( ) )( )  .Mk dq k q dq

Те о р е м а  6 .  Если для всех  ( , )q p Q P  

( , ) = ( )k q p g q  для некоторого комплексного полиномома  

g на Q, то для всех  ( )Q    ( ) =Mk g .

4 .  Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  о п е р а т о р ы  в 

п р о с т р а н с т в е  м е р .  Пусть  ( )Q  и v H . 

Для каждого подмножества A H  полагаем 

  = { : }A v a v a A ; при этом равенство  ( ) =v A  
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 = ( )A v , где A – множество из области опреде-

ления меры , определяет меру   ( )v Q .

Пусть ещё h – конечная линейная комбинация 

элементов базиса  ; тогда (см. [10]) существует про-

изводная 

 
=0

th
t

d

dt
, 

обозначаемая далее  h  и называемая производной 

С.В. Фомина, где предел берётся в пространстве 

( )Q  в топологии сходимости на каждом множе-

стве.

Те о р е м а  7 .  Если для всех  ( , )q p Q P  

( , ) =  jk q p p e  для  некоторого   ,je   то 


   ( ) =M jk i e .

Оператор  ( )Mk  из теоремы 7 (и его замыкания) 

можно назвать оператором компоненты импульса.

Те о р е м а  8 .  Для сопряжённого оператора  
*

( )k  

к ПДО  ( )k  относительно билинейной двойственности 

между   и   справедливы равенства 

    
    1 1( ) = ( ) и ( ) = ( )  ,

* *
M Mk k k k

где черта над функцией или мерой означает ком-

плексное сопряжение и  ( , ) = ( , )k q p k q p .

О п р е д е л е н и е  3 .  Если O – линейное непре-

рывное отображение :O    , то комплексно-

сопряжённым к O называется отображение   

в ,  определённое равенством   = ( )
†f O Of .

С л е д с т в и е  1  ( с р .  [ 3 ] ) .  Во введённых обо-

значениях первое равенство предыдущей теоремы упро-

щается:  
 1( ) = ( )  .
†

Mk k  

С л е д с т в и е  2 . Если =1 2  (такое квантование 

естественно по-прежнему называть вейлевским) и 

функция k вещественна, то (опуская индекс ) 

 ( ) =
† .Mk k

Последнее равенство позволяет называть вейлев-

ское квантование ( =1 2 ) вещественных гамильто-

нианов симметричным; при этом имеется в виду, что 

те же дифференциальные операторы (т.е. с теми же 

коэффициентами перед соответствующими част-

ными производными) действуют в сопряжённом 

пространстве мер.
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Properties of infinite dimensional pseudo-differential operators (PDO) are discussed; in particular, the connection 
between two definitions of the PDO is considered: one given in terms of the Hamiltonian Feynman measure, and 
another introduced in this work in terms of the Kolmogorov integral.
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