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С ЗАДАННЫМ ЧИСЛОМ РЁБЕР
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Мы доказали, что максимальный размер k индуцированного подграфа в биномиальном случайном графе 
G(n, p) с заданным числом рёбер e(k) (при некоторых ограничениях на эту функцию) с вероятностью, 
стремящейся к 1, принимает одно из двух значений.
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 Mы изучаем некоторые предельные характерис-
тики биномиального случайного графа G(n, p) (см. 
[1–6]), где (0,1)p ∈  — произвольное фиксированное 
число, не зависящее от n. Напомним, что множество 
вершин этого графа — {1, 2, ..., n} и каждая пара вер-
шин соединена ребром с вероятностью p независимо 
от всех остальных (более формально, G(n, p) — это 
случайный элемент, принимающий значения во 
множестве всех графов на {1, 2, ..., n}, с распределе-

нием 
( )2( )P( ( , ) ) (1 )
n e H

e HG n p H p p
−

= = −
( )

, где e(H)  — 
количество рёбер в H).1

В [7–10] доказано, что максимальный размер (его 
называют числом независимости) множества вер-
шин в G(n, p), между которыми нет рёбер, с вероят-
ностью, стремящейся к 1, принимает одно из двух 
значений, 0( )f n  и 0( ) 1f n + , где 

 f0(n) =  1/(1 ) 1/(1 ) 1/(1 )2 2p p pn n− − −− +log log log

	 1/(1 )2 0 9
2p
e

−+ + ,log 	.
Некоторые уточнения и обобщения этого резуль-

тата можно найти, например, в [11, 12].

В таких случаях говорят, что число независимости 
сконцентрировано в двух точках. Естественно за-
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даться вопросом, можно ли как-то ослабить или 
изменить условие на множество вершин, чтобы кон-
центрация сохранилась. Рассматриваются два спо-
соба такого изменения — наложение ограничений 
на структуру индуцированного подграфа и наложе-
ние ограничений на число рёбер индуцированного 
подграфа. В данной работе мы обратимся ко второму 
способу.

Рассмотрим два совершенно естественных огра-
ничения: в первом случае количество рёбер не пре-
восходит заданного, а во втором — в точности равно.

Итак, пусть :t +→   — некоторая функция. 
Пусть Xn[t] — максимальный размер k множества 
вершин в G(n, p), индуцирующего (множество 

( )A V G⊂  вершин графа G индуцирует в нём под-
граф |AG , множество вершин которого равно A, а 
множество рёбер образовано всеми рёбрами графа 
G, оба конца которых принадлежат A) подграф с не 
более t(k) рёбрами, а Yn[t] — максимальный размер 
k множества вершин в G(n, p), индуцирующего под-
граф с ровно t(k) рёбрами.

В [13] доказано, что при некоторых ограничениях 
на t величина Xn[t] сконцентрирована в двух точках.

Те о р е м а  1  ( N. Fountoulakis, R. J. Kang, 

C. McDia rmid, 2014). Пусть  ( )
ln

ln ln
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Тогда с вероятностью, стремящейся к 1, 

 [ ] { ( ), ( ) 1}n t tX t f n f n∈ + . 

Заметим, что если t растёт значительно быстрее, 
то никакой подобный результат не верен (нет кон-
центрации не только в двух точках, но и в любом 
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другом фиксированном числе точек). Так, если, ска-

жем, 10
2
k

t p k
  = −  
  

, то с некоторой асимптотиче-

ской положительной вероятностью Xn[t] = n по цент-
ральной предельной теореме, так как количество 
рёбер в G(n, p) имеет биномиальное распределение 

с параметрами 
2
n 
 
 

 и p. Но при этом для любого 

фиксированного натурального числа m с положи-
тельной асимптотической вероятностью Xn[t] ≤ n – m 
(и она убывает с ростом m). Связано это с тем, что с 
вероятностью, стремящейся к 1, максимальная сте-
пень случайного графа не превосходит 

 np  + −2 (1 ) lnp p n n   (см. [14]).

Для случайной величины Yn[t] такого простого 

рассуждения при t, близких к 
2
k

p
 
 
 

, провести не 

удаётся. Тем не менее и в этой ситуации концен-
трации в конечном множестве точек нет (этот ре-
зультат, сформулированный ниже, был доказан 
Дж. Балогом и М. Жуковским и доступен по ссылке 
https://arxiv.org/pdf/1904.05307.pdf).

Теорема 2 (J. Balogh, M. Zhukovskii, 2019). Пусть 

 ( ) ( )
2
k

t k p O k
 = + 
 

. 

(i) Найдётся такое число m > 0, что для любых c > m 
и C > 2c + m выполнено 

 0 < lim inf P < [ ]<n
n
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(ii) Пусть для любой последовательности 
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целых неотрицательных чисел выполнено 

 ( ) ( ) ( ).
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k
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Тогда для любого e > 0 найдутся такие c, C, что 

 lim inf P < [ ]< > 1 .n
n

n n
n C Y t n c

n n→∞

 
− − − e  
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Таким образом, возникает вопрос, справедлива 
ли концентрация в двух точках Yn[t] для асимптоти-
чески меньших t. В частности, выполнен ли аналог 

теоремы 1? Нам удалось доказать, что он выполнен 
при ещё более общих условиях, а именно при 

2k
t o

k

 
=  

 ln
.

Те о р е м а  3.  Пусть 
 

= =  
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 Пусть, кроме того, = ( )x x n  — не-

которое (единственное при достаточно больших n) 
решение уравнения 
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Тогда с вероятностью, стремящейся к 1, 

 [ ] { ( ) 0 1 , ( ) 0 1 1}, ,nY t x n x n∈  −   −  + .
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THE SIZE OF A MAXIMUM SUBGRAPH OF THE RANDOM GRAPH  
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We have proven that the maximum size k of an induced subgraph of the binomial random graph G(n, p) with a 
given number of edges e(k) (under certain conditions on this function), with asymptotical probability 1, has at 
most two values.
Keywords: binomial random graph, maximum subgraph, concentration.
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