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ВВЕДЕНИЕ

Главным предметом изучения в настоящей работе 
является нелинейное интегральное уравнение, воз-
никшее в пространственной биологическиой модели 
адаптивной динамики У. Дикмана и Р. Лоу [1, 2]. 
В этой модели рассматривается некоторое само-
структурирующееся сообщество биологических ви-
дов. Краткое описание данной модели приведено 
в разделе 1. Более подробное изложение можно 
найти в указанных выше статьях или в статьях авто-
ров [3, 4]. Далее будет проведена математическая 
постановка задачи, связанной с упомянутым выше 
интегральным уравнением, и изучены некоторые 
вопросы корректности поставленной задачи. 
А именно, будут найдены достаточные условия су-
ществования решения нелинейного интегрального 
уравнения и показана его единственность.1

1. ОПИСАНИЕ БИОЛОГИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

Рассмотрим некоторое одновидовое сообщество, 
обитающее в области   nA ⊂ . Внешняя биологиче-
ская среда характеризуется рядом гомогенных па-
раметров: d — естественная смертность, d ′ — смерт-
ность от конкуренции, b — интенсивность рождения 
новых видов; а также двумя радиально-симметрич-
ными функциями: m — ядро движения (при рож-
дении) и w — ядро конкуренции, которые удовле-
творяют следующим условиям: 

  ( ) 0, ( ) 0nx m x x∀ ∈ ≥ w ≥ .
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В каждый временной промежуток состояние изу-
чаемого сообщества характеризуется тремя про-
странственными моментами (неизвестными функ-
циями): N(t) — средняя плотность особей; C(x, t)  — 
средняя плотность пар особей, в которых сдвиг 
второго индивида относительно первого равен x; 
T(x, y, t) — средняя плотность троек особей, в кото-
рых сдвиг второго индивида относительно первого 
равен x, а сдвиг третьего — y.

Мы будем работать с состоянием равновесия 
сообщества, которое описывается стационарной 
точкой системы уравнений пространственной ди-
намики [2]
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2. ОПЕРАТОР РАВНОВЕСИЯ

Как и в статье [4], рассмотрим параметрическое 
замыкание второй степени третьего пространствен-
ного момента
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Подстановка данного выражения в систему ди-
намики пространственных моментов (1) после об-
нуления производных и некоторых алгебраических 
преобразований, см., например, [4], приводит к не-
линейному интегральному уравнению
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где = ( ) = , 1Y Y Q Q〈w + 〉 , d ′w = w , m bm= . Изучение 
этого уравнения далее будет проводиться в опера-
торной форме. 

Введём в расмотрение “оператор равновесия”. 
Для этого перепишем (2) в виде =Q QA , где опера-
тор A действует по правилу 
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(3)
и рассмотрим задачу о нахождении неподвижной 
точки данного оператора (3). Трудности в изучении 
оператора заключаются в том, что он не является ни 
сжимающим, ни компактным. Постараемся пред-
ставить его в виде суммы компактной и некомактной 
частей: = +A K S . Здесь 

 
[ ] [ ]

= ,
( )

2

Ym b d
m f f

b d Yf
d b d

b b d
Y

−
− w + ∗ − α w∗

−
′α − w + − − − 

 

K

 
[ * ] [ * ]

= .
( )2

2

b d f f f f
f

d b dY
b b d

Y

− w + w
−α

′α − w + − − − 
 

S

Дальнейшее изложение результатов проводится 
в предположении, что функции m и w дополнительно 
являются всюду непрерывными.

В определении введённых выше операторов фи-
гурируют дроби, знаменатели которых зависят от f 
(через Y). Этот факт может вызвать затруднения в 
исследовании операторов на компактность. Однако 
имеют место следующие леммы.

Лемма 1.  Пусть 
1

<
C

R
w 

 и > 0d ′ , тогда дробь 

1

Y
 равномерно по f отделена от нуля и бесконечности 

при всех ( )f B R∈ . 

Лемма 2.  Пусть > 0, >0, [0;1]b d d ′≥ α∈ , тогда 

при условии, что 
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непрерывна и отделена от нуля и бесконечности рав-
номерно по f при всех ( )f B R∈ . 

Далее, используя классические теоремы Фубини 
и критерий Рисса, можно доказать компактность 
“блоков”, входящих в оператор K, а именно, спра-
ведливы следующие утверждения.

Лемма 3.  Операторы [ ]f fw = w∗  и [ ]m f m f= ∗  
являются компактными как действующие из 1( )L   
в 1( )L  . 

Лемма 4.  Оператор ( ) ( ) ( ) ( )f x y f y dx x=j w +y∫


, 

где j, y — непрерывные суммируемые функции, явля-
ется компактным как действующий из 1( )L   в 1( ).L 

Данные утверждения позволяют найти условия, 
гарантирующие компактность всего оператора K. 
Сформулируем их в виде следующей теоремы. 

Теорема 1. Пусть > 0, >0, [0;1]b d d ′≥ α∈ ; тогда 

при условии, что 
1

<
C

R
w 

, оператор K определён 

как действующий из ( )B R  в 1( )L   и является ком-
пактным. 

С использованием принципа Лере–Шаудера су-
ществования неподвижной точки компактного опе-
ратора [5] доказывается 

Те о р е м а  2 .  В условиях теоремы 1, если 

1 > 0CRρ = − w   и > 0α , то 
3

0;
4

d
 ′∃ ∈ ρ 
 

 такое, что 

оператор K имеет в B (R ) неподвижную точку. 

Далее используется факт, что при > 0α  образ 

B (R ) под действием оператора K переходит в неко-
торый замкнутый подшар ( )B B R′ ⊂  такой, что 

( , ( )) > 0d B B R′∂ ∂ . Здесь под ( , )d A B  подразумевается 
расстояние между множествами A и B в метрике, 
порождённой нормой пространства 1( ).L 

Вторая часть оператора равновесия – оператор S 
также определён как действующий из B (R ) в 1( )L   
(где условие, налагаемое на R, такое же, что и в тео-
реме 1), но не является компактным. Это можно 
доказать, например, построением последователь-
ности функций ( )nf B R∈ , из образа которой (при 
воздействии оператора S ) нельзя выделить фунда-
ментальную подпоследовательность.

Для дальнейшего доказательства существования 
неподвижной точки у оператора равновесия нам 
понадобится следующий результат из монографии 
М.А. Красносельского [5].
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Теорема (теорема о неподвижных точках возму-
щенного компактного оператора). Пусть на области 
G  банахова пространства задан компактный опера-
тор с ненулевым вращением на границе, при этом он 
переводит область G  в некоторую подобласть ,H G⊂  
такую что ( , ) >0d G H∂ ∂ = d . Если его возмутить лип-
шецевым оператором, норма которого не превосходит 
d, то возмущённый оператор будет иметь в G непод-
вижные точки. 

Отметим, что при выполнении условий лемм 1 и 2 
введённый оператор S удовлетворяет всем условиям 
этой теоремы, т.е. данный оператор является лип-
шицевым с некоторой константой ( )L L d ′= , и его 
норма стремится к нулю при 0 0d ′→ + .

Всё это позволяет доказать важнейшую теорему 
настоящей работы.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теорем 1 и 2. 
Если > 0,α  то при достаточно малом d ′  оператор A  
имеет в ( )B R  неподвижную точку. 

Отсюда моментально вытекает существование ре-
шения уравнения (2), а также интересный с биоло-

гической точки зрения факт, что если 0,
d m

b d

′
− w ≡

−
 

то неподвижная точка оператора A ненулевая.

3. ЕДИНСТВЕННОСТЬ 
НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКИ

Далее рассмотрим вопрос о достаточных условиях 
единственности неподвижной точки оператора A. 
Для этого потребуется доказать следующее утверж-
дение.

Лемма 5. В условиях теоремы 1 существует такое 

0 > 0b , что для всех 0(0; )b b∈  и для всех [0; )d b∈  су-
ществует 0 0( , )> 0d d b d′ ′=  такое, что при всех 

0(0; )d d′ ′∈  оператор K является липшицевым с кон-
стантой липшицевости <1L . 

Воспользуемся фактом, что если оператор лип-
шицев с константой липшицевости <1L , тогда у 
него не может существовать более одной непо-
движной точки. Это позволяет доказать, что спра-
ведлива

Теорема 4.  В условиях теоремы 3 и леммы 5 су-
ществуют такие константы > 0b d ≥  и настолько 
малое > 0d ′ , что оператор A  имеет в шаре ( )B R  
единственную неподвижную точку. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе были изучены некоторые 
вопросы корректности задачи, связанной с реше-
нием нелинейного интегрального уравнения, полу-

ченного в результате параметрического замыкания 
третьего пространственного момента второй сте-
пени. Были найдены достаточные условия существо-
вания и единственности решения этого уравнения 
в случае, когда ядра конкуренции и движения не-
прерывны. Отметим, что линейное интегральное 
уравнение, получающееся после замыкания с = 0α  
(так называемого асимметричного замыкания второй 
степени) было широко изучено ранее в работах [6–8]. 
В этих работах было показано, что при параметре 

0d ≠  линейное уравнение может иметь только три-
виальное решение. При = 0d  кроме тривиального 
у интегрального уравнения существуют и нетриви-
альные решения, которые могут быть найдены, на-
пример, с помощью итерационных рядов Неймана. 
Открытым является вопрос об устойчивости рассмо-
тренной задачи.
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ON THE EXISTENCE AND UNIQUENESS OF THE SOLUTION  
OF A NONLINEAR INTEGRAL EQUATION
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In this paper we study the nonlinear integral equation that arose in the spatial model of biological communities 
developed by Austrian scientists Ulf Dieckmann and Richard Law. Sufficient conditions for the existence of the 
solution of this equation (the fixed point of the integral operator) were found. The question of uniqueness of the 
solution is also studied.
Keywords: mathematical modelling, integral equations, numerical methods, mathematical biology.
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