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СПЕКТР ИЗЛУЧЕНИЯ И ТРАЕКТОРИЯ ЗАРЯЖЕННОЙ ЧАСТИЦЫ В ПОЛЕ 
НЕОДНОРОДНОЙ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ
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На примере неоднородной электромагнитной волны, создаваемой суперпозицией двух произвольно 
направленных по отношению друг к другу плоских монохроматических электромагнитных волн, де-
монстрируется подход, позволяющий моделировать широкий спекр электромагнитных волн. Численно 
решена полная система уравнений, описывающих движение электрона в неоднородном электромаг-
нитном поле. Обнаружены и исследованы особенности траектории и спектра излучения электрона. 
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Одной из первых работ, посвящённых взаимо-
действию заряда с электромагнитной волной, явля-
ется работа Д.М. Волкова [1]. Траектория электрона 
в плоской неполяризованной электромагнитной 
волне получена в результате решения уравнения 
Дирака в полуклассической постановке: электро-
магнитное поле в классической, а электрон в кван-
тово-механической. Уравнение Дирака применимо 
для описания взаимодействия частиц путём обоб-
щения методов классической и квантовой теории 
только к частицам с полуцелыми спинами. Решение 
Волкова внесло значительный вклад в исследование 
поведения электронов в мощных электромагнитных 
полях. Однако результаты работы [1] неприменимы 
для неоднородных электромагнитных волн, так как 
уравнения движения электрона в этом случае явля-
ются нелинейными.1

Использование уравнения Дирака оправдано 
в случае, когда масштабы явления сравнимы с ком-
птоновской длиной волны. В связи с этим для боль-
шого класса физических явлений при исследовании 
взаимодействия заряженных частиц с электромаг-
нитным полем допустимо использование уравнений 
классической электродинамики.
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В работах [2–6] рассмотрено движение заряжен-
ной частицы в однородной электромагнитной волне. 
Для частного случая заряженной частицы в неодно-
родной волне, а именно поперечно-электрической 
и поперечно-магнитной, в работе [2] получены при-
ближённые решения методом возмущений. В работе 
[8] рассмотрен частный случай амплитудно-моду-
лированной циркулярно поляризованной электро-
магнитной волны.

В классической постановке траектория заряжен-
ной частицы в произвольной электромагнитной 
волне находится как решение системы нелинейных 
дифференциальных уравнений с переменными ко-
эффициентами (1). В данной работе на примере 
неоднородной электромагнитной волны, создава-
емой суперпозицией двух произвольно направлен-
ных по отношению друг к другу плоских монохро-
матических электромагнитных волн, предложен 
подход, позволяющий моделировать широкий 
спектр интерференционных структур.

Уравнение движения частицы для численного 
решения удобно записать в виде
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где x, y, z – координаты и скорости (со штрихами) 
частицы, m – её масса, q – заряд, , E H

 

 – электри-
ческое и магнитное поле неоднородной волны, 

, ,  , , ,  x y z x y zE E E H H H −  компоненты электриче-

ского и магнитного полей, 
2 2

1

1 /v c
γ =

−
, c – ско-

рость света, t – время.

Положение плоских монохроматических волн 
задаётся тремя углами j, q, y: j – угол между на-
правлением оси OX и проекцией волнового вектора 
на плоскость (x, y); q – угол между направлением 
волнового вектора и проекцией этого вектора на 
плоскость (x, y); y – угол между направлением век-
тора электрического поля и векторным произведе-
нием волнового вектора и нормали к плоскости (x, y).

Суперпозицию двух произвольно направленных 
плоских волн запишем
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где , , , ,, x y z x y zA B  – проекции волновых векторов волн 
на оси координат, индекс “0” обозначает компо-
ненты амплитуд, Ф – фаза, w0 – частота волны. При 
этом 
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где E0 и H0 – амплитуды неоднородной волны.

При решении этой системы уравнений исполь-
зовалась схема Рунге–Кутты с переменным шагом, 
известная как схема Дормана–Принса. В качестве 
численного значения для следующего шага брался 
результат, полученный по схеме пятого порядка точ-
ности. В этом методе применяется и схема четвёртого 
порядка для управления шагом интегрирования. 
Различаются указанные выше схемы нижней строч-
кой коэффициентов в таблице Бутчера. Эта схема 
отличается от большинства схем с переменным ша-
гом интегрирования тем, что в качестве решения мы 
берём результат, полученный по схеме более высо-
кого порядка, а шаг по времени задаётся с помощью 
схемы более низкого порядка.

Траектория и скорости дрейфа частицы в поле 
плоской волны, рассчитанные численно, совпадают 
с вычисленными аналитически при разных значе-
ниях начальных параметров [2].

Для вычисления спектра излучения частицы не-
однородную волну можно представить в виде интег-
рала Фурье. Используя равенство Парсеваля  и фор-

мулу Лармора для полной мощности излучения, 
вычислим спектральную плотность излучения заря-
женной частицы. Спектр излучения заряда в неод-
нородной электромагнитной волне в общем случае 
содержит набор частот вследствие сложной интер-
ференционной структуры, в общем случае нестаци-
онарной, определяющей ускорение частицы. Зна-
чение частоты модулирующего сигнала W и боковых 
частот w0 ± W модулируемого сигнала задаётся углами 
j, q, y, определяющими пространственное положе-
ние плоских волн, образующих неоднородную волну. 
Таким образом, углы являются параметрами, опре-
деляющими частоты модулирующего W и модули-
рованного излучения w0 ± W. На рис. 1 представлена 
зависимость частоты модулирующего сигнала от 
углов q, y.

На рис. 2 представлена рассчитанная зависимость 
скорости частицы от электрического поля и несущей 
частоты волны (рис. 2а) и от углов q, y (рис. 2б). 
В начальный момент времени t = 0 частица находится 
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на одной из плоскостей нулевого электрического 
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Представленные результаты позволяют сделать 
следующие выводы:

1) рассчитанная траектория (рис. 3) является точ-
ным численным решением полной системы уравне-
ний (1), в отличие от решений в [2, 5], которые яв-
ляются приближёнными и получены методом воз-
мущений для частных случаев поперечно-электри-
ческой и поперечно-магнитной волн; 

Рис. 1. Зависимость модулирующей частоты W неоднородной волны от углов q1 и y1 (j1 = j2 = p/2, q2 = p – q1, y2 = 0) 
с амплитудой электрического и магнитного полей 3 · 105В/м, несущей частотой 109 Гц и начальной скоростью 5 · 105м/с.

Рис. 2. Зависимость скорости частицы от амплитуды электрического поля и несущей частоты волны (а) и от углов 
y1, q1 (б). Начальная скорость 5 · 105 м/с, y1 = y2 = p/2, q1 = p/3, q2 = p – q1, y1 = y2 = 0. Амплитуда электрического и 
магнитного полей 3 · 105 В/м, несущая частота 109 Гц, Ф = 0.
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2) значение частоты W модулирующего сигнала 
и боковых частот модулируемого сигнала w0 ± W 
определяется углами j, q, y, задающими простран-
ственные направления плоских волн, образующих 
неоднородную электромагнитную волну. Таким обра-
зом, существует возможность управлять боковыми 
частотами, меняя значения j, q, y;

3) cкорость частицы (рис. 2) с траекторией, ука-
занной на рис. 3, в разной степени определяется 
параметрами q, y, w0, E0. Значение скорости частицы 
в направлении Х в основном определяется электри-
ческим полем волны, а в направлении Y – так назы-
ваемой пондермоторной силой, пропорциональной 
градиенту квадрата электрического поля; 

4) особенностью траектории на рис. 3 является 
возможность инжектирования электронов в горло-
вину воронки, совпадающей с одной из плоскостей 
нулевого электрического поля, в которой могут кон-
центрироваться электроны, в том числе с субсвето-
вой скоростью (рис. 2). 

Источник финансирования. Работа выполнена при 
поддержке РФФИ (проект № 18–05–80023). 
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Рис. 3. Траектория частицы в волне, созданной двумя плоскими электромагнитными волнами: j1 = j2 = p/2,  y1 = y2 = 0, 
q1 = p/3, q2 = 2p/3,  Ф = 0. Начальная скорость направлена вдоль OY, v0 = 5 · 105м/с, частота 109 Гц, E0 = H0 = 6 · 105 В/м. 
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EMISSION SPECTRUM AND TRAJECTORY OF A CHARGED PARTICLE  
IN THE FIELD OF AN INHOMOGENEOUS ELECTROMAGNETIC WAVE
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Using the example of a non-uniform electromagnetic wave created by superposition of two plane monochromatic 
electromagnetic waves that are arbitrarily directed relative to each other, an approach is demonstrated that allows 
one to simulate a wide spectrum of electromagnetic waves. The complete system of equations describing the 
motion of an electron in a non-uniform electromagnetic field is solved numerically. The features of the trajectory 
and emission spectrum of the electron were found and investigated.
Keywords: inhomogeneous electromagnetic wave, emission spectrum, trajectory of electron.
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