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Настоящая работа посвящена исследованию гра-
фов ±( , , ),G n r s  вершинами которых являются все 
возможные n-мерные векторы с r координатами ве-
личины ±1 и n - r координатами, равными нулю; при 
этом рёбрами служат все пары вершин со скалярным 
произведением s. Таким образом, s находится в пре-
делах от -r до r. Изучение графов ( , , )G n r s±  очень 
важно для комбинаторной геометрии, теории Рамсея, 
теории графов и гиперграфов и теории кодирования 
(см. [1–12]). В этой работе нас интересует случай, 
когда n →∞ , а r и s – константы.1

Напомним, что число независимости графа G – 
это максимальное число вершин, попарно не соеди-
нённых рёбрами. Обозначается это число ( )Gα . Мы 
рассмотрим ниже величины ( ( , , ))G n r s±α .

Ранее был практически полностью разобран слу-
чай, когда s  = 1. А именно, в работах [13, 14] доказана 

Те о р е м а  1 .  Положим c(0) = 0, c(1) = 1, c(2) = 
= c(3) = 2. Обозначим {x} дробную часть числа x. Тогда

 ( )( )3 1 6 28 4 4 4 4, ,  { ,   ( { / })}G n max n n c n±α = - - .

А в работе [15] установлена 

Те о р е м а  2 .  Пусть 5 r ≥ . Положим 
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При n →∞  выполнены неравенства
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Таким образом, при 1s =  только случай 4  r =  со-
всем не изучен, а также при 5 r ≥  найдены не точные 
значения, но асимптотики (хотя, по-видимому, ни-
жние оценки в теореме 2 неулучшаемы). 

В настоящей работе мы находим порядок роста 
величины ( ( , , ))G n r s±α  при всех 0 s ≤ . 

Те о р е м а  3 .  Имеют место неравенства

 ( ) ( )   1 1
1 12 0 2 1( , , ) ( ) ,r r

n nC G n r o C- -
- ± -≤ α ≤ +  (1)

 ( ) ( )   1 1 1( , , ) ( ) .r r
n nC G n r o C±≤ α - ≤ +  (2)

При 2s ≤ -  имеем

 ( )( , , ) ( ).rG n r s n±α =Θ

Случай 2s ≤ -  в теореме 3 тривиален. В самом 
деле, общее число вершин графа ( , , )G n r s±  равно 
2 ( )r r r

nC n=Θ . С другой стороны, беря вершины, не 
содержащие координат –1, сразу получаем оценку 
снизу величиной ( )r r

nC n=Θ .

В неравенстве (2) нижняя оценка также получа-
ется рассмотрением векторов без минус единиц. 
А в неравенстве (1) нижняя оценка задаётся кон-
струкцией, в которую входят все векторы без минус 
единиц с первой координатой 1 и все векторы без 
единиц с первой координатой -1. Верхние оценки 
в (1) и (2) нетривиальны. При условии, что r  - s яв-
ляется степенью простого числа, их можно получить 
с помощью линейно-алгебраического метода в ком-
бинаторике. А именно, справедлива

Те о р е м а  4 .  Пусть 1 0{ , }s∈ -   и  r  - s  является 
степенью простого числа. Тогда 
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где 

 { }2 1( , ):   ,  .i j i j n i j r s= + ≤ + ≤ - - 

Видно, что, поскольку у нас r – константа, вся 
сумма в теореме 4 асимптотически доминируется 
слагаемым с 1 i r s= - - , 0 j = . Отсюда и верхние 
оценки в (1) и (2).

Конечно, в случае 2s ≤ -  нужно оторваться от 
тривиальности и найти асимптотики или даже точ-
ные значения чисел независимости. Также интере-
сны точные значения в неравенствах (1) и (2). 
 По-видимому, они равны нижним границам в этих 
неравенствах. Наконец, совсем не исследован случай 

2s ≥ . Мы высказываем гипотезу, что в этом случае 

 1( , , ) (ma( ) { }x , ). r s sG n r s n n- -
±α =Θ
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In this work we find new bounds for the independence numbers of distance graphs with vertices in {–1, 0, 1}n.
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