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1.  Пусть  { fn},  n Z N∈ ,  коэффициенты  Фурье 

функции  f L T N∈ 2( ), N ≥ 2. Рассмотрим шаровые 
частичные суммы кратных рядов Фурье:
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Целью настоящей работы является изучение схо-
димости почти всюду данных частичных сумм. Од-
ним из первых вопросов, возникающих при иссле-
довании сходимости почти всюду сумм (1), является 
вопрос о справедливости гипотезы Лузина: верно 
ли,  что  шаровые  суммы  (1)  ряда  Фурье  любой 

функции  f L T N∈ 2( ) сходятся почти всюду на T N? 
Иначе говоря, распространяется ли теорема Карле-
сона на N-кратные ряды Фурье при суммировании 
по кругам. Ответ на этот вопрос до настоящего мо-
мента неизвестен. Известно, однако, что теорема 
Ханта  о  сходимости  почти  всюду  рядов  Фурье 
функций из Lp, p > 1, на N-кратные ряды (N > 2), 
суммируемые  по  кругам,  не  распространяется 
(см. [1] и литературу, приведённую там).

Исторически прогресс в решении гипотезы Лу-
зина  был  достигнут  путём  рассмотрения  более 
простых проблем. Одна из таких проблем в случае 
частичных сумм (1) заключается в исследовании их 

сходимости  почти  всюду  к  нулю  на  множестве 

T fN \ supp .

В. А. Ильин [2] ввёл понятие обобщённого прин-
ципа локализации для произвольных разложений 
по собственным функциям. Следуя В. А. Ильину, мы 
будем говорить, что обобщённый принцип локали-

зации справедлив для Sl в L Tp
N( ), если для любой 

функции  f L Tp
N∈ ( ) справедливо равенство

  lim ( )
l l→

=
¥
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почти всюду на T fN \ supp .

Заметим, что, в отличие от классического прин-
ципа локализации, обобщённый принцип требу- 
ет  выполнения  равенства  (2)  почти  всюду  на 

T fN \ supp .

Для шаровых частичных кратных интегралов 
Фурье (обозначим их через sl f x( )) обобщённый 

принцип локализации в классах L Rp
N( ) был иссле-

дован многими математиками (см. [3–9]). В част-
ности, в работе А. Карбери и Ф. Сория [5] доказана 
справедливость обобщённой локализации для sl 

в L Rp
N( ), когда 2

2

1
≤ <

-
p

N

N
.

Для рядов Фурье (1) А. Бастис [4] доказал отсут-

ствие обобщённой локализации в классах L Tp
N( ), 

когда  1 2≤ <p ,   т. е.  он  построил  функцию 

f L Tp
N∈ ( ), такую, что на некотором подмножестве 

множества T fN \ supp  положительной меры имеет 
место соотношение
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Следует отметить, что этот результат справедлив 
и для частичных интегралов sl f x( ).

Основным результатом данной работы является 
следующая

Те о р е м а   1. Пусть f L T N∈ 2( ) и f = 0 на некото-

ром открытом множестве W ⊂ T N . Тогда равен-
ство (2) справедливо почти всюду на W.

Таким образом, проблема обобщённой локали-

зации для Sl в классах L Tp
N( ) при p ≥ 1 полностью 

решена:  если  p ≥ 2,  то  справедлив  принцип 
обобщённой локализации, и если p < 2, то обобщён-
ная локализация отсутствует.

При исследовании вопросов сходимости почти 
всюду целесообразно ввести в рассмотрение макси-
мальный оператор

  S f x S f x ( ) sup ( ).=
>l

l
0

| |

Доказательство теоремы 1 основано на следующей 
оценке этого оператора.

Те о р е м а   2. Пусть f L T N∈ 2( )  и f = 0 в шаре 

{ } .| |x R T N< ⊂  Тогда для любого r < R существует 
константа C C R r= ( , )   такая, что

  | | | |
| |

S f x dx C f x dx
x r T N

 ( ) ( ) .2 2

≤
∫ ∫≤   (3)

2.  Доказательство теоремы 2 использует метод, 
разработанный в работе [5], и основано на несколь-
ких вспомогательных утверждениях, наиболее важ-
ные из которых приведены в этом разделе.

Пусть  f  =  0  на  некотором  шаре { }| |x R T N< ⊂  
и фиксируем число r < R.

Пусть cb(t) является характеристической функ-
цией сегмента [0, b]. Обозначим через j1(t) гладкую 
функцию, удовлетворяющую условию 

  c j c( ) ( )( ) ( ) ( ),R r R rt t t- -≤ ≤/ /3 1 2 3   

и  положим  j j2 11( ) ( ).t t= -   Определим  новую 

функцию равенством y j( ) ,( )x x= 2 | |  когда x T N∈ , 
и продолжим её 2p-периодически по каждой пере-
менной xj.

Положим q l p
l

( , ) ( ) .
| |

x eN inx

n

  = -

<
∑2

2

  Тогда по опре-

делению коэффициентов Фурье имеем

  S f x x y f y dy
T N

l q l( ) ( , ) ( ) .= -∫  

Если обозначить q q l yl( ) ( , ) ( ),x x x=    то так как но-
ситель функции f содержится в { }| |x R≥ ,

  S f x x y f y dy
T N

l lq( ) ( )( )= -∫

для всех x с | |x r≤ . Поэтому для того, чтобы доказать 
оценку (3), достаточно показать справедливость 
неравенства

  sup * ( ) ,
q

q

T T

f dx C f x dx
N N>
∫ ∫≤

0

2 2| | | |q   (4)

где sup взято по всем натуральным числам.

Коэффициенты Фурье функции qk(x) обозначим 
через (qk)n. Для них справедливо следующее утверж-
дение.

Л е м м а   1. Для любого натурального l существует 
константа Cl, зависящая от l, r и R, такая, что для 

всех k ≥ 0 и n Z N∈  имеет место оценка

  | |
|| | |

( )
( )

.qk n
l

l

C

n k
≤

+ -1

Пусть {ym} есть коэффициенты Фурье функции 
y(x) и пусть ( ) ( ) ( ) ,Θ j n j n j n= -+q q1  т. е.

  ( ) ( ) ( )
| | | |

Θ j n
N

m n
m j

N
m

n m j
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- =
∑ ∑2 2
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p y p y �

(если диофантово уравнение | |m n j- =2  не имеет 
решения, то положим ( )Θ j n = 0). Имеем следующее 
утверждение.

Л е м м а   2. Равномерно по n справедлива оценка

  | | | |( ) ( ) .Θ Θj n
j

k p n
p

k

k
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2

0

2
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2
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==
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Если соответствующим образом группировать 
числа ( )Θ

k p n2 +  по параметру p, то можно получить 

более  сильное  утверждение.  Наша  ближайшая 
цель — реализовать эту группировку.

Обозначим через y0 точку пересечения шара 

{ }x R x n kN∈ - ≤ +: | | 1  с прямой On, расположенную 
ближе  к  началу  координат.  Проведём  через  
эту  точку  касательную  гиперповерхность Ty0

.  

Пусть B y T y yy o0 0
1= ∈ - <{ }:  | |   и B y T jj y= ∈ ≤{

0
:    

≤ - < +| |y y jo 1},  j k= -1 2 2 1, , ..., .       Обозначим че-

рез C j
k,  j = 0, 1, ..., 2k - 1, N-мерный цилиндр с осно-

ванием Bj и осью, параллельной к On и длиной |n|. 

Рассмотрим “кольцо” K m Z k m nN= ∈ ≤ - <{ :   | |2 2  

< +( ) }k 1 2  и поделим его на следующие множества: 

P K Cj
k

j
k= ∩ ,  j = 0, 1, ..., 2k - 1.

Определим множества Qq
k, q = 0, 1, ..., 2k - 1, сле-

дующим образом: Qq
k есть множество тех целых p, 
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0 2≤ ≤p k,   для  которых  диофантово  уравнение 

| |m n k p- = +2 2  имеет решение, лежащее на множе-

стве Pq
k . Если Pq

k не содержит решения уравнения 

| |m n k p- = +2 2  ни при каких p, то отнесём к мно-

жеству Qq
k  одно любое число p, которое не вошло 

в  предыдущие  множества Q j
k,  j  =  0,  1,  ...,  q  -  1. 

Если же таких p уже нет, то будем считать множества 

Q j
k, j = q, q + 1, ..., 2k - 1, пустыми.

При таком выборе множества Qq
k можно показать, 

что оно имеет не более 4 1q +  элементов и справед-
ливы следующие утверждения.

Л е м м а   3. Равномерно по n справедлива оценка

  �( ) ( ) .q C
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k
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Л е м м а   4. Равномерно по n справедлива оценка
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3.  Пусть Θ j j jx x x( ) ( ) ( ).= -+q q1  

Тогда q q qj j j jf f f f+ + = +1 2* * * * .Θ
Заметим, что коэффициенты Фурье функции 

Θ j x( ) есть введённые ранее числа ( )Θ j n.

Легко видеть, что

 [ * ] [ * ] [ * ][ * ],q qq j
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Интегрируя по T N и используя сформулирован-
ные выше леммы, будем иметь
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Это и есть утверждение теоремы 2. Теорема 1 выте-
кает из теоремы 2 с помошью стандартной техники 
(см. [11]).
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In this paper the generalized localization principle for the spherical partial sums of the multiple Fourier series in 

the L2-class is proved, that is, if  f L T N∈ 2( ) and f = 0 on an open set W ⊂ T N , then it is shown that the spherical 
partial sums of this function converge to zero almost —  everywhere on W. It has been previously known that the 

generalized localization is not valid in L Tp
N( ) when 1 2≤ <p . Thus the problem of generalized localization for 

the spherical partial sums is completely solved in L Tp
N( ), p ≥ 1: if p ≥ 2 then we have the generalized localization 

and if p < 2, then the generalized localization fails.

Keywords: multiple Fourier series, spherical partial sums, convergence almost-everywhere, generalized localiza-
tion.
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