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1.  В данном разделе (следуя [1, 8–10]) вводятся 
основные определения и даётся постановка задач 
(см. [1–7, 11–15]).

Пусть X, Y есть (B)-пространства и их сопряжён-
ные X ′, Y ′. Для линейного оператора A X D A:  ⊃ →( )  
→ ⊂R A Y( )  обозначаем D(A) —  область опреде-
ления, R(A) —  область значений, N(A) —  нуль-про-
странство (ядро) оператора A. Через R A( ) обозначаем 
замыкание R(A). A X Y∈( , )   означает, что D(A) = X, 
R A Y( ) ⊂  и A есть линейный непрерывный (ограни-

ченный) оператор. A Y X− ∈1 ( , )   обозначает двусто-

ронний обратный к A. Вводятся также  Al
−1 —  ле- 

вый обратный и  Ar
−1 —  правый обратный к опера- 

тору A (см. [8; 12, ссылка 114, гл. V, § 4.4]). Значе- 
ние  линейного  функционала  ′x x( )  обозначаем 

′ = 〈 ′〉 ′x x x x XX( ) ,    либо  ′ = 〈 ′ 〉 ′x x x x X X( ) ,    (см. [9]).

Сопряжённый оператор A′ (по Банаху) к опера-
тору  A  определяется  по  правилу  〈 ′〉 =′Ax y YY,    
= 〈 ′ ′〉 = 〈 ′〉′ ′x A y x xXX XX, , ,      где x X∈ ,  ′ ∈ ′y Y  (см. [9]). 
Это  обозначение  сохраняется,  когда  X  и  Y  есть  
(H)-пространства. Для нелинейного отображения A 
из X в Y обозначим A X Y∈ →( ). Пишем x ≠ 0, если 
|| || 0x ≠ .

2.  Введём  операторные  задачи  наблюдения 
и управления. Пусть T ∈( , ),0  ¥  J T= ( , ),0    t J∈ . 
Даны (B)-пространства E1 и E и их сопряжённые  ′E1, 

′E  не зависят от времени, а также даны (B)-про-
странства, зависящие от времени и E1. U B J ET = ( , ),  1  

′ = ′U B J ET ( ( , )) ,  1   ′UT   называется  пространством 
управлений. Ниже всюду все (B)- и (H)-простран-
ства являются вещественными, если не оговорено 
особо, причём  ′UT  есть рефлексивное (B)-простран-
ство.

В отличие от [1], мы, следуя [14], уравнение пер-
вого рода называем задачей наблюдения, а его со-
пряжённое —  задачей управления.

З а д а ч а   н а б л ю д е н и я. Дано операторное урав-
нение первого рода в (B)-пространстве

  A e u e E u U A E UT T T T= ∈ ∈ ∈, , , ( , ).                (1)

Предполагаем: (1) —  непрерывно наблюдаемое, т. е.
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причём для (1) выполняется обратное неравенство 
наблюдаемости, т. е.

∃ > ≥ ∀ ⇒ ≤−m m
mT T U T E T l

T

A e e e A
T

0
11: || || || ||     || ||( ) . (3)

Тогда (2) выполняется для 0 < ≤ <m mT mT
¥.

Сопряжённое к (1) есть задача управления.

З а д а ч а  у п р а в л е н и я. Дано  ′ ∈ ′e E \ { },0  найти 
′ ∈ ′u UT  из уравнения
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   где     
 

 
(4)

Решение u* ≠ 0 уравнения (4) (т. е.  ′ = ′A u eT * ) назы-
вается управлением (в [2–6, 11, 12] u* называют точ-
ным управлением). Множество всех управлений (4) 
обозначаем U UT* ,⊂ ′  причём минимальное по норме 

управление (4) обозначаем u u* *
opt ≡ 0 и называем оп-

тимальным управлением, т. е.

  || || || ||u u u UU UT T* * * *inf{ | }.0
′ ′= ∈

Привлечём BUME-метод и метод монотонных 
отображений решений [1] и теорему Банаха для опе-
раторного уравнения первого рода (см. [1, 9]). Спра-
ведлив следующий критерий.

Те о р е м а   1  (Критерий управляемости и опти-
мальной управляемости). Пусть  ′UT —  рефлексивное 
(B)-пространство. Тогда справедливы следующие эк-
вивалентные утверждения.

Непрерывная наблюдаемость (2)  для (1),  т. е. 

|| ||( )AT l
− < +1 ¥ ⇔ R AT( ) = R AT( ) = N AT( ) ,′ ⊥  N AT( ) = 

= 0 ⇔ R AT( )′  = R AT( ),′  N AT( )  = 0 ⇔ R AT( )′  = E ⇔ 
⇔ ∃  управление u* ≠ 0   уравнения (4) ⇔ ∃ ≠U * ,Æ  

0 ∉U *, U A er* { },= ′−1  U*  — замкнутое выпуклое мно-

жество U UT* ⊂ ′  ⇔ ∃ единственное u* ,0 0≠  u U* *,0 ∈  
если ′UT  — рефлексивное строго выпуклое (В)-про-
странство.

Далее пусть  ′UT  —  рефлексивное строго выпуклое 
(B)-пространство. Тогда существует единственное 
дуальное отображение J U UU T T′ ∈ → ′( )  со свой-
ствами

 〈 〉 = ⋅ = =′ ′ ′ ′ ′ ′J u u J u u J u uU U U U U U U U UT T T T T T
, ,  || || || || || || || ||2 2

где  ′ = ∈ ′′u J u UU T , u UT∈ .

В случае когда UT,  ′UT   есть  (H)-пространства 

J U UU T T′ ∈ ′( , ),    причём  J JU U′
−= 1,   где  JU ∈ 

∈ ′( , ),U UT T    есть отображение Рисса (см., напри-
мер, [1, гл. V, § 21; 7, § 32.3d, Т. 11]).

Введём  о б р а т н у ю   з а д а ч у   н а б л ю д е н и я: 
дано  ′ ∈ ′e E \ { },0  найти e E∈  из уравнения

  L L LT T T U T Te e A J A E E= ′ = ′ ∈ → ′′, , ( ).          (5)

Те о р е м а   2. Пусть ′UT  —  рефлексивное строго 
выпуклое (B)-пространство. Тогда имеем

|| ||( )AT l T
− < + ⇔1 ¥ L  есть биективное отображе-

ние, т. е. ∃ ∈ ′ →− LT E E1 ( ), существует единственное 

решение (5) e eTL L= −1  ⇔ существует единствен- 

ное оптимальное управление для  (4)  u J uU e* ,0 0= ′   

где u A e A ee T T T
0 1= = ′−

L L ,   || || || ||  u u e ee T* , ,0 2 0 2 1= = 〈 ′ ′〉−L   

U*  = + ′u N AT*
0 ( ),   u N AT* ( )0 ⊥ ′   ⇔   〈 〉 ′u ue U UT T*,   0   = 

= 〈 〉 ′u ue U UT T* , .0 0 

С л е д с т в и е   1. В условиях теоремы 2 имеем
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причём

  0
1 1< ≤ < +

m mm TT

¥,

где mT > 0 —  константа обратного неравенства на-
блюдаемости.

Пусть дана f(t) —  вещественная, непрерывная 
и  строго  выпуклая  функция  f t( ) ,| | → ¥   | |t → ¥. 
В этом случае справедлива

Те о р е м а   3. Пусть ′UT  —  рефлексивное строго 
выпуклое (B)-пространство. В этом случае

  || ||    opt( ) max ( , ...) ( , ...),
* *

* *A P u P uT l
u U

−

∈
< + ⇔ =1 ¥

где

 
P u u u A J u e

f u
e U U T U e

U

T T

T

( , ...) , ,

( ),
* *

*

     

  || ||

= 〈 〉 + 〈 ′ 〉 −
−

′ ′

′

0 0γ L

где 0 ≤ <γ ¥, e eTL L= ′−1 , причём в частности можно 

взять f u uU UT T
( )* *|| || || ||′ ′= 2 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, из теоремы 2 
имеем

  || ||    ( ) , , ,* *A u u u uT l e U U e U UT T T T

−
′ ′< + ⇔ 〈 〉 = 〈 〉1 0 0 0¥

кроме того,

  min ( ) ( )
* *

* *
u U

U Uf u f u
T T∈ ′ ′=|| || || ||0   (см. [15, гл. 4]),

откуда следует утверждение теоремы 3.

3.  В данном разделе исследуется задача наблю-
дения и управления в случае вещественных (H)-
пространств; при выполнении условия непрерывной 
наблюдаемости доказываются теоремы 1–3.

Пусть E, E1 и их сопряжённые E ′, E ′1 есть веще-
ственные  (H)-пространства, U V J ET = ( , )    есть  
(H)-пространство  ′ = ′U V J ET ( ( , )) ,   где V —  (H)-про-
странство. Предполагаем, что

 || || || || || || || ||( ) ( ) ,A A e e AT l
m

T U m T l
T

T T

− −= ⇔ ≥ ⇔ < +1 11

m
m ¥
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причём

  0
1 1< ≤ <

m mm TT

¥,

где mT —  константа обратного неравенства. В этом 
случае  J U UU T T′ ∈ ′( , ),    LT E E∈ ′( , )    и  так  как 
L LT T U TA J= ′ ′ , то L LT T= ′ , причём

 
〈 〉 = 〈 ′ 〉 =

= 〈 〉 = ≥
′ ′ ′
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Далее,  e′  дано  из  ′E \ { }.0   Положим u A ee T
0 = =L  

= ′−A eT TL 1 , ue
0 0≠ . Введём  �u J uU e* ,= ′

0  то  �u U* *∈  (так 
как  ′ = ′A u eT �* ), причём ∀ ∈ u U* *, u* ≠ 0, имеем

  u u u u u u N AT* * * * * *( ); ( ) ( ),= + − − ∈ ′� � �   

т а к   к а к   u R A R A N Ae T T T
0 ∈ = = ′ ⊥( ) ( ) ( ) ,   т о 

u u u* * *( ),0 ⊥ − �   поэтому  ( , ) , ,* *u u u ue U U e U UT T T T
   0 0

′ ′= 〈 〉�  
причём ∀ ∈ u U* * имеем
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Так как ue
0 0≠ , то

  || || || || || || || ||u u J u uU e U U e U UT T T T* * ,′ ′ ′ ′≥ = =0 0 �

т.е. || || || ||u uU UT T* * ,′ ′≥ �  так как существует единственное 

|| ||u* ,0 0≠  то  �u u* *= 0.

Далее,
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где

  0
1 1< ≤ <

m mm TT
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Таким  образом,  теоремы  1–3  и  следствие  для  
(H)-пространств доказаны.

З а м е ч а н и е. В большом числе монографий 
и статей (см. [2–6, 11, 12] и цитированную там ли-
тературу и др.) для многих конкретных задач Ур.ч.п. 
в (H)-пространстве доказывается, что выполняется 
обратное неравенство наблюдаемости. Итак, для 
указанных задач Ур.ч.п. выполняются теоремы 1–3 
и их следствия.

4.  В данном разделе рассматриваются задачи 
наблюдения и управления для ОДУ в Rn (см. [2–6, 

11–15]  и  др.).  Даны  пространства  E E n= ′ = � ,  

E E m
1 1= ′ = � ,   1 ≤ ≤ <m n ¥,   и  дано  T ∈( , ),0  ¥  

J T= ( , ),0     t J∈ .   Введём  U L J ET = 2
1( ),,     ′ =UT  

= ′L J E2
1( ), ,    ′ =U L JT

m2( ),  �  —  энергетическое про-
странство  управлений  (см.  [14]  и  др.).  Даны 

G L J ET = 2( ),,     ′ = ′G L J ET
2( ), .   Даны вещественные 

кусочно-непрерывные (n × n)-матрица A(t) и (n × m)-

матрица B(t) и их транспонированные A tT ( ), B tT ( ). 
Пусть B G UT T∈( , ),   B U GT

T T∈ ′ ′( , ).   Рассмотрим 
однородную задачу Коши для ОДУ в Rn

 
� �z t A t z t t J z t

dz

dt
z T e

( ) ( ) ( ), ( ) ;

( ) ,

= − ∈ =





=

     
  (6)

и неоднородную задачу Коши

 
�y t A y t f t t J

y f L J E

tT( ) ( ) ( ), ;

( ) , , .

( )

( )

= + ∈
= ∈ ′

 

   0 0 2
  (7)

Тогда (6) называется  с о ю з н о й  задачей к (7), при-
чём z t S T t eA( ) ,( )=    есть абсолютно-непрерывное 
решение (6), S T tA( ),    есть эволюционная (разреша-

ющая) матрица (6),  y t S t f dA
T

t

( ) , ( )( )= ∫  τ τ τ
0

�  — реше- 

ние (7),  y H J E∈ ′1( ),,     �y L J E∈ ′2( ),    (см. [15, гл. 4, 

§ 4]), где H J E W T E1
2
1 0( ) ( ), , ;     ′ = ′  —  пространство 

Соболева,

  || || || || || ||      f f f L L J E
H L L1 2 2
2 2 2 2= + = ′� , , .( )

Обозначим z t S T t eA( ) ,( )=    обобщённое реше- 

ние  из G L J ET = 2( ),     уравнения  �z t A t z t( ) ( ) ( ),= −  

  ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ И ПРИНЦИП МАКСИМУМА В (B)-ПРОСТРАНСТВАХ...  13

ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК том 489 № 1 2019



z T e( ) ,=   где  S T tA( ),     есть  продолжение  S T tA( ),    
в пространство GT, т. е. пусть en, e E∈ , e en →  в E, 
n → ¥,

  z S T t e z t S T t etn A n A( ) ( ) ( ), ( ) , ,= → =   

сходимость в G L J ET = 2( ).,    В этих условиях введём 
задачу наблюдения:

 
A e u e E u U A E U

A e u

B t z t

T T T T

T

= ∈ ∈ ∈
= ⇔

⇔

, , , ( , ),

( ) ( )

   где       
причём 



== = ∈B t S T t e u t u UA T( ) , ( ), .( )   

  (8)

Предполагаем, что для (8) выполняется обратное 
неравенство наблюдаемости:

 

∃ > ≥ ∀ ∈

≤ < ⇒

⇒

−

  : || || || ||

т.е  || ||

   m m

m

T T U T E

T l
T

A e e e E

A

T
0

11

,

. ( ) ¥

||| ||( ) .AT l
− <1 ¥

  (9)

Сопряжённое к (8) есть задача управления для ОДУ 
в Rn.

З а д а ч а   у п р а в л е н и я: дано  ′ ∈ ′e E \ { },0  найти 
′ ∈ ′u UT  из уравнения

 
′ ′ = ′ ′ = ′ ′ ′ =

′ ∈ ′ ′
A u e A A A A

A U E
T T T T T

T T

, ( ) , ( ) ,
( , ).

       
 

 
(10)

Операторная задача (10) ⇔  д и ф ф е р е н ц и а л ь -
н о й   з а д а ч е   у п р а в л е н и я:  дано  ′ ∈ ′e E \ { },0  

найти пару  ′ ∈ ′u UT , y H J E∈ ′1( ),    из условий

 
�y t A y t B u t t J

y y T e
t tT T( ) ( ) ( ), ,

( ) , ( ) .
( ) ( )= + ′ ∈

= = ′
   

   0 0
  (11)

Отметим,

  ′ ′ = ′ ⇔ ′ = ′∫A u e S T t B u t dt etT A
T T

T

( ) ( ), ( ) , 
0

кроме того, предполагаем || ||( )AT l
− < +1 ¥.

В этих условиях  о б р а т н а я   з а д а ч а   у п р а в -
л я е м о с т и   для  ОДУ  в  Rn  имеет  вид:  дано 
′ ∈ ′e E \ { },0  найти e E∈  из уравнения

  L L LT T T T Te e A A E E= ′ = ′ ∈ ′, , ( , ),         

  LT A
T T

A

T

S T t B B t S T t dtt= ∫ ( ) ( ) ( ), ( ) , .   
0

Из утверждений раздела 3 имеем

Те о р е м а   4. Пусть ′ ∈ ′ =u U L JT
m2( ),  � , причём 

выполняется (9)

  || ||( ) .AT l
− <1 ¥

Тогда справедливы теоремы 1–3 и следствие для ОДУ 
в Rn.

Из теоремы 2

 || ||        ( ) , , , ,* * *A u u u u u uT l e U U e U U eT T T T

−
′ ′< ⇔ 〈 〉 = 〈 〉 =1 0 0 0 0 0¥

где

 u A e B t z z S T t et te T T e e A T
0 1 1= ′ = = ′− −L L( ) , , .( ) ( ) ( )     

Те о р е м а   5  (Интегральный принцип максимума 

для ОДУ). Пусть ′ ∈ ′ =u U L JT
m2( ), , �  тогда из (9)

 

|| ||  

 opt

( ) max ( , ...)

( , ...

( )

( )

* *
*

*

A H u dt

u

t

t

T l
u U

T
−

∈
< + ⇔ =

=

∫1

0

¥

 )) ,dt
T

0
∫ �

где
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t
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e E E
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    ||
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+ 〈 〉 −
′

′

0

0
1 1

**( )t E|| ′
2

с системой оптимальности

 

�

�

y
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z
y y e

z
H

y
z

t T

T

e

e e
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*
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;
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0
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∂
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=

     

    LLT e− ′1

и двуточечной задачей

 
d

dt
y
z

A B B t
A t

y
z

t
t

t t t
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T T

e
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( )

( ) ( ) ( )
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T
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.

0 0

1

0 0= = ′
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L

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем

 
〈 〉 = 〈 〉 =

= 〈
′ ′u u u u

u B t z

t t t t

t

e E E e E E* *

*

( ) ( ) ( ) ( )

( )

, ,

, ( )

   

 

0 0 0

0
1 1 1 1

ee E E
T

e E Et t tB u z( ) ( ) ( ), .*〉 = 〈 〉′ ′1 1

0  

Кроме того,

 
〈 〉 = 〈 〉′ ′A y z y A t z

A t z
t t t tT

e E E e E E

e

* *( ) ( ) ( ) ( )
(

, , ( )
( )

0 0   
так как  (( ) ).t GT из 

Отсюда следует теорема 5.

Введём теперь сглаживающую (союзную) задачу 
наблюдения:

  �A e u B t S T t e u tT kc A kc= ⇔ =( ) , ,( ) ( ) 

u KC J Ekc ∈ ( , )   —  кусочно-непрерывные функции. 
Отметим, что ( )�A AT T′ ≠ ′ .

Введём также  с о ю з н у ю   о б р а т н у ю  задачу 
управления: дано  ′ ∈ ′e E \ { },0  найти e E∈  из условий
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G GT T T T

A
T T

A

T

e e A A

S T t B B t S T t dtt

= ′ = ′ =

= ∫

,

, ( ) , .( ) ( ) ( )

   где 

   

�

0

В ОДУ (см. [12–14] и др.) GT называют грамианом 
управления, причём

  〈 〉 = =′ ∫GT E E A E

T

Ue e B t S T t e dt Ae
T

, ( ) , .( )  ||   || || ||2

0

2�

Заметим, что G GT T
T=  есть самосопряжённая мат-

рица в Rn. Из алгебры имеется

Л е м м а   1.

N A

e e e e

T T T
T

T E E T

( ) det

,

� = ⇔ ≠ ⇔ = ⇔

⇔ 〈 〉 ≥ ∀

−

′

0 0
11
2

2 2

G G

G

|| ||

  || ||    

m
m ∈∈ ⇔

⇔ ≤ <−

E

AT l
T

|| ||( ) .� 1 1

m
¥

Так как AT, LT есть продолжения  �AT  и GT, то спра-
ведлива

Л е м м а   2.

 

N A A

A e A e e

T T l
T

T U T TT

( ) ( )� �

�

= ⇔ = < ⇔

⇔ = ≥

−0
11

2 2 2

|| ||

|| || || || || ||

m
m

¥

22

1 1
2

1 1

⇔

⇔ ≤ ≤− −|| ||    || ||( ) , .AT l
T

T
Tm m

L

Л е м м а   3. В классе управлений ′ = ′ =U L J ET
2

1( ),    

= L J m2( ),  �  условие

 

N A A

R A R A N A

u

T T l

T T T

kc

( ) ( )

( ) ( ), ( )

� = ⇔ < + ⇔
⇔ = = ⇔

⇔ ∃ ≠

−0

0

0

1|| ||

   

   

¥

uu A e B t S T t e
u U

kc T T A T

kc

= ′ = ′
∈

− −� G G1 1( ) , ,
,

( )

*

 

причём

  || ||   || ||u e e ekc U T
T

ET′
−

′= 〈 ′ ′〉 ≤ ′2 1
2

21
, ,G

m

кроме того, 

  || || || ||u ukc U UT T′ ′> *
0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о.

  ′ = ′ ′ = ′−A u A A e eT kc T T T
� G 1 ,

т.е. u Ukc ∈ *, ukc ≠ 0, есть управление. Далее,

  || ||   || ||u e e ekc T
T

E
2 1

2
21= 〈 ′ ′〉 ≤ ′−

′, ,G
m

причём

 

|| || || ||   || ||u u e e ee T
m

E

m T

T

T

* , ,0 2 0 2 1
2

21

0
1 1

= = 〈 ′ ′〉 ≤ ′

< ≤ <

−
′L

m

m m
¥..

Пусть  u KC J E* ( , ),0 ∉     т. е.  u ukc* .0 ≠   Запишем 

u u u ukc e kc e= + −0 0( ),   ( ) ( ),u u N Akc e T− ∈ ′0   так  как 

u R A R A N Ae T T T
0 ∈ = = ′ ⊥( ) ( ) ( ) ,   то  u u ue

o
kc e⊥ −( ).0   

Поэтому

  || || || || || ||u u u ukc e kc e
2 0 2 0 2= + − ,

т.е. || || || || || ||u u ukc e> =0 0
* . Лемма доказана.

Из ОДУ в Rn (см. [12–14]) справедливо

Ут в е р ж д е н и е   1. В энергетическом классе 

управления ′ =U L JT
m2( ),  �  для ОДУ в Rn условие 

N AT( )� = 0 называют вполне наблюдаемостью ⇔ кри-
терию Калмана при A,  B  =  const ⇔ аналитиче- 
скому критерию, когда A(t), B(t) —  аналитичес- 
кие. Справедлив достаточный критерий Красовского 
и др.

Те о р е м а   6. Для ′ =U L JT
m2( ),  �  вполне наблюда-

емость, т. е. N AT( )� = 0 ⇔ единственности (без ∃) 
союзной задачи �A e uT kc=  ⇔ выполнение обратного 
неравенства наблюдаемости || || || ||A e eT T≥ m  ⇔ непре-

рывной наблюдаемости || ||( )AT l
− <1 ¥  ⇔ справедли-

вости теорем 1–5 и их следствий для задач (10) и (11) 
управления ОДУ в Rn.
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Observation and control problems in Banach (B)-spaces are investigated. On the basis of the BUME method and 
the monotone mapping method, a criterion of controllability and optimal controllability is formulated. The inverse 
controllability problem is introduced and an abstract maximum principle is formulated in (B)-spaces. For PDE 
in Hilbert (H)-spaces and for ODE in Rn, the integral maximum principle is proved and the optimality system is 
written out.
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