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На основе теории функционала плотности определены зависимости от температуры β-факторов фрак-
ционирования при замещениях 18O/16O в полиморфных модификациях TiO2:
1000ln βrt(

18O/16O) = 6,93039x -  0,08158x2 + 0,00116x3 + 0,08305*P,
1000lnβant(

18O/16O) = 7,34275x -  0,09906x2 + 0,00153x3 + 0,08027*P,
1000 ln βbrk(18O/16O) = 7,19088x -  0,09157x2 + 0,00139x3 + 0,07601*P, 
x = 106/T(K)2, P —  давление (GPa). 
Полученные зависимости можно применять в изотопной геотермометрии в сочетании с β-факторами 
сосуществующих фаз.
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ГЕОХИМИЯ

Полиморфные модификации TiO2 (rt — рутил, 
ant — анатаз, brk — брукит) встречаются в магмати-
ческих, осадочных и метаморфических породах зем-
ного происхождения, а также среди космогенного 
вещества. Эти фазы используются для определения 
источников вещества, в катионной термометрии 
и геохронологии [1]. Возможности сопоставления 
результатов датирования и условий кристаллизации 
определяют перспективы применения TiO2 в петро-
хронологии [2]. При известных параметрах фрак-
ционирования изотопный состав TiO2 может пред-
ставлять достоверную геохимическую информацию 
о палеотемпературах, источниках вещества и соста-
вах минералообразующих флюидов. Для опреде-
ления факторов фракционирования 18O/16O в TiO2 
применялись полуэмпирические методы динамики 
решётки и “модифицированных инкрементов”, эм-
пирический метод определения распределения изо-
топов в природных ассоциациях и эксперименты 
гидротермального синтеза (например, [3–5]). Упро-
щения и предположения перечисленных методов 
приводят к разным результатам и, как правило, за-
трудняют оценки их точности и достоверности.

Цель настоящей работы —  определение изотоп-
ного фракционирования 18O/16O в TiO2 путём вы-
числения β-факторов из “первых принципов” без 
использования эмпирических предположений. В на-
стоящее время такие определения становятся попу-
лярными в связи с развитием теории функционала 

плотности (DFT) и перспективами применения 
к неограниченному набору минералов и изотопов.

Фракционирование между фазами при изотоп-
ном равновесии:

 δA -  δB ≈ 1000 ln βA -  1000 ln βB, (1)

где β —  величины приведённых отношений статис-
тических сумм (β-факторов), которые можно вы-
числить [6] из соотношения
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где νq,i —  частота фонона с волновым вектором q 
и индексом фононной ветви i от 1 до 3Nat (Nat —  ко-
личество атомов в примитивной ячейке). T —  тем-
пература (K), h —  постоянная Планка, k —  посто-
янная Больцмана, N —  число атомов элемента, 
подвергающегося изотопному замещению в ячейке, 
Nq —  количество векторов q, учитываемых при сум-
мировании. Надстрочный индекс * относится к бо-
лее тяжёлому изотопу.

В данной работе частоты вычислены методом 
“замороженных фононов” (реализованного в прог-
рамме CRYSTAL17 [7]) в гармоническом (HA, час-
тоты каждого фонона постоянны) и квазигармони-
ческом (QHA, частоты фононов зависят от объёма 
ячейки) приближениях с применением набора га-
уссовых полноэлектронных базисов и гибридного 
функционала B3LYP. Использованы наборы базисов 
(http://www.crystal.unito.it) с совокупностью базис-
ных функций 86-411(d311f) для Ti и 8-411d11G для O. 
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Точность вычислений (параметр TOLINTEG) уста-
новлена на уровне 8_8_8_9_24, критерий сходимости 
энергии самосогласованного поля (SCF) установлен 
на уровне 10-12 Хартри. Узлы суммирования обрат-
ной решётки определяются фактором сжатия IS = 6. 
Для оценки и коррекции влияния Nq на резуль-
таты [8] частоты колебаний TiO2 вычислены по рас-
ширенным ячейкам варьирующего объёма, соответ-
ствующим Nq = 1 (исходная ячейка), Nq = 8, 16 и 27 
(1, 4 и 8 для брукита). Процесс оптимизации гео-
метрии решётки включал релаксацию координат 
ядер атомов и параметров решётки по квазиньюто-
новскому алгоритму. Отклонения вычисленных ве-
личин a, c и V от экспериментальных составляют 
для рутила [9] -0,45% (4,57 Å), -0,02% (2,95 Å) 
и -0,91% (61,578 Å3), для анатаза (Ibid) -0,13% 
(3,77 Å), -0,93% (9,41 Å) и -1,19% (134,289 Å3). 
-0,30% (a), для брукита [10] -0,13% (b), -0,48% (c) 
и -0,92% (V). Среднеквадратичное отклонение вы-
численных частот колебаний от экспериментальных 
[9, 10] соответственно 12, 12 и 15 см-1. Таким обра-
зом, точность воспроизведения экспериментальных 
параметров вполне удовлетворительная, что свиде-
тельствует о достоверности проведённых вычис-
лений.

β-факторы вычислены согласно уравнению (2) 
при температурах от 0 до 2000 °C. При увеличении 
объёмов расширенных ячеек (количества волновых 
векторов [10]) выражения для β-факторов стремятся 
к предельным значениям:

 1000lnβrt(
18O/16O) = 6,93039x -

	 -  0,08158x2 + 0,00116x3 + 0,08305*P,

 (3)
 1000ln βant(

18O/16O) = 7,34275x -
	 -  0,09906x2 + 0,00153x3 + 0,08027*P,

 1000 ln βbrk(18O/16O) = 7,19088x -
	 -  0,09157x2 + 0,00139x3 + 0,07601*P,

x = 106/T(K)2, P —  давление (GPa).

Влияние давления на β-факторы TiO2 (последние 
слагаемые в (3)) вычислено в рамках квазигармони-
ческого приближения [11]. Как правило, в условиях 
земной коры поправка 1000

2
lnβTiO  на давление 

не превышает 0,15–0,20‰.

Для построения изотопных геотермометров 
β-факторы TiO2 сопоставляются с β-факторами дру-
гих фаз. Обычно в качестве референтной фазы ис-
пользуется кварц, что позволяет сравнивать разные 
методы калибровок изотопных равновесий (для 
рутила представлены на рис. 1). Результаты на-
стоящей работы идеально согласуются с результа-
тами “природных” (эмпирических) калибровок [12], 
при этом расхождения вычисленных температур 
не превышают 5–10 °С. Полуэмпирические кали-
бровки [13] дают оценки приблизительно на 25 °С 
ниже, тогда как отклонения от оценок методом ин-
крементов [4, 5] достигают 50–100 °С. Значительные 
отклонения результатов, полученных методом ин-
крементов, могут обусловливаться, например, при-
менением необоснованных эмпирических поправок 
при вычислениях инкрементов [14]. Расхождения 
с экспериментальными калибровками могут обу-
словливаться проблемами достижения и контроля 
изотопных равновесий и/или влиянием состава рас-
твора в условиях гидротермального синтеза. Кроме 
того, имеются расхождения в определениях 
β-факторов референтных фаз и, в частности, 
кварца [3].

Вычисленные β-факторы увеличиваются в ряду 
рутил—брукит—анатаз, что можно учитывать при 
практических определениях температур по изотоп-
ным отношениям в этих фазах. При Т около 0 °С 
1000 ln βrt, 1000 ln βbrk, 1000 ln βant равны соответ-
ственно 81,03; 83,28 и 84,30, а при 500 °С 11,37; 11,78 
и 12,01.

В целом можно отметить, что методы теорети-
ческих определений изотопных факторов фрак-
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Рис. 1. Изотопное фракционирование 18O/16O между 
кварцем (qtz) и рутилом (rt) в зависимости от темпе-
ратуры Δqtz–rt = δ18Oqtz -  δ18Ort. Методы калибровок: 
1 — DFT, настоящая работа; 2 — эмпирическая (при-
родная), Δqtz–rt = 4,78/T 2 [12]; 3 — интерполяция экс-
периментальных данных при 500, 600 и 700 °С 
с учётом зависимости Δqtz–rt = 4,54/T 2 [13]; 4, 5 — “мо-
дифицированных инкрементов”. Δqtz–rt = 4,35/T 2 [4] 
и Δqtz–rt = 1,09 ⋅ 106/T 2 + 5,43 ⋅ 103/T - 2,29 [5], T(K). 
Врезка — увеличенное для наглядности изображение 
в области 500–650 °С.
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ционирования устраняют неопределённости, при-
сущие эмпирическим, полуэмпирическим и экс-
периментальным калибровкам изотопных геотер-
мометров.
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OXYGEN ISOTOPIC FRACTIONATION IN TiO2 POLYMORPHS  
(RUTILE, ANATASE, BROOKITE) ESTIMATED FROM “FIRST PRINCIPLES”
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Temperature relations of β-factors for 18O/16O substitutions in TiO2 polymorphs have been determined using the 
density functional theory (DFT):
1000lnβrt(

18O/16O) = 6,93039x -  0,08158x2 + 0,00116x3 + 0,08305*P,
1000 ln βant(

18O/16O) = 7,34275x -  0,09906x2 + 0,00153x3 + 0,08027*P,
1000 ln βbrk(18O/16O) = 7,19088x -  009157x2 + 0,00139x3 + 0,07601*P,
x = 106/T(K)2, P —  pressure (GPa). 
The relations can be applied for isotope thermometry if combined with β-factors of coexisting phases.

Keywords: β-factors, TiO2, isotope geothermometry.


