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1.  В работах [1, 2] был предложен метод постро-
ения комбинированных схем сквозного счёта, кото-
рые монотонно локализуют фронты ударных волн 
и одновременно сохраняют повышенную точность 
в областях гладкости рассчитываемых обобщённых 
решений. В комбинированной схеме применяется 
базисная немонотонная схема, которая имеет повы-
шенный порядок сходимости в областях влияния 
ударных волн. По базисной схеме разностное реше-
ние строится во всей расчётной области. В окрест-
ностях больших градиентов, где это решение имеет 
нефизические осцилляции, оно корректируется 
путём численного решения внутренних начально-
краевых задач по одной из NFC (Nonlinear Flux Cor-
rection) схем, к которым относятся MUSCL-схе- 
мы [3], TVD-схемы [4], WENO-схемы [5], DG-схе- 
мы [6], CABARET-схемы [7]. В [1] в качестве базис-
ной  использовалась  симметричная  компактная 
схема [8] третьего порядка слабой аппроксимации, 
а в [2] —  RBM (Rusanov-Burstein-Mirin) схема [9, 10] 
третьего порядка классической аппроксимации; в ка-
честве внутренней NFC-схемы применялась схема 

CABARET [7] второго порядка точности на гладких 
решениях. Основной недостаток комбинированных 
схем, построенных в [1, 2], заключается в том, что 
соответствующие им базисная и внутренняя схемы 
имеют существенно различный тип, что приводит 
к определённым сложностям при реализации чис-
ленного алгоритма на границе внутренней расчётной 
области. Поэтому в настоящей работе предлагается 
новая комбинированная схема, лишённая данного 
недостатка. В этой схеме в качестве базисного алго-
ритма используется немонотонный вариант DG-ме-
тода третьего порядка [6], а в качестве внутреннего 
алгоритма —  NFC-вариант того же метода.

2.  Рассмотрим квазилинейную гиперболическую 
систему законов сохранения

  u f ut x+ =( ) ,0   (1)

где u(x, t) — искомая, а f(u) —  заданная гладкие век-
тор-функции.

Поставим для системы (1) задачу Коши с глад-
кими периодическими начальными данными:

  u v v( , ) ( ) ( ).x x x X 0 = ≡ +    (2)

Предположим, что задача (1), (2) при t > 0 имеет 
единственное ограниченное обобщённое решение 
u(x, t), которое на отрезке длины периода X содержит 
одну ударную волну, возникающую в результате гра-
диентной катастрофы.

Аппроксимируем задачу Коши (1), (2) разрывным 
методом  Галёркина  на  равномерной  простран-
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ственной сетке xi = ih, где h = X/N —  постоянный шаг 
сетки, N —  количество ячеек сетки на отрезке длины 
периода. Численное решение будем искать в виде 
кусочно-полиномиальной функции, составленной 
из полиномов степени не выше p относительно пе-
ременной x в каждой пространственной ячейке 
[ , ] [ , ]x x Xi i   + ∈1 0 :
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суть скалярные базисные функции, а Uij(t) —  иско-
мые вектор-функции.

Функции Uij(t) находятся из системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений
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в которой Fi(t) —  численные потоки, определяемые 
по формулам Русанова—Лакса— Фридрихса
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lm —  собственные значения матрицы Якоби fu сис-
темы (1).

Поскольку с учётом формулы (3)
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где матрицы A ai kj
i= ( ) являются невырожденными, 

то систему уравнений (4) можно переписать следу-
ющим образом:
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3.  Система уравнений (5) представляет собой 
дифференциально-проекционную схему разрывного 
метода Галёркина (дифференциальную по времен-
ной переменной t и проекционную по простран-
ственной переменной x). В настоящей работе изуча-
ется метод третьего порядка, для которого p = 1 
и полиномы (3) на каждом n-м временном слое яв-
ляются линейными по x функциями:
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Численное интегрирование по времени прово-
дится при помощи метода Рунге—Кутты третьего 
порядка на равномерной разностной сетке tn = nt, 
где n ≥ 0, в которой постоянный шаг по времени 
выбирается из условия устойчивости
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где r ∈( , )0 1   —  число Куранта. Для данного разрыв-
ного метода Галёркина будем использовать сокра-
щённое обозначение DG1.

Поскольку DG1-метод имеет третий порядок 
на гладких решениях и не принадлежит классу NFC- 
схем, то получаемое на его основе численное реше-
ние содержит заметные нефизические осцилляции, 
возникающие при расчёте ударных волн. Для по-
давления этих осцилляций используется ограничи-
тель Кокбурна [6], применение которого приводит 

к тому, что каждая компонента Ui
n
1 векторного реше-

ния U i
n
1, входящего в формулу (6), заменяется на ве-

личину
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где a ∈[ , ]1 2   —  эвристический параметр, выбирае-

мый в результате тестовых расчётов; Ul
n
0 —  соответ-

ствующие компоненты векторов U l
n
0 при l = i - 1, i, 

i + 1; M —  оператор minmod, действие которого опре-
деляется по формуле

  M u u u s u u u( , , ) min( , , ),1 2 3 1 2 1    | |  | |  | |=   (8)

где s = sign(ui) при условии, что все числа ui, входя-
щие в (8), имеют одинаковый знак и s = 0, если это 
условие не выполнено. Для DG1-методов, коррек-
ция которых по формуле (7) происходит при пара-
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метрах a = 1 и a = 2, будем использовать обозначения 
DG1A1 и DG1A2.

Увеличение параметра a, входящего в оператор 
коррекции (7), приводит к ослаблению сглаживаю-
щих свойств этого оператора. Тестовые расчёты, 
в частности, показывают, что метод DG1A1 пол-
ностью подавляет численные осцилляции, возни-
кающие на фронте ударной волны в DG1-методе, 
в то время как метод DG1A2 подавляет эти осцил-
ляции лишь частично. Целью настоящей работы 
является сравнительный анализ точности методов 
DG1, DG1A1 и DG1A2 при расчёте ударных волн, 
а также построение на основе этого анализа и под-
ходов, развитых в [1, 2], комбинированной схемы 
разрывного метода Галёркина, которая монотонно 
локализует фронты ударных волн и одновременно 
сохраняет повышенную точность в областях глад-
кости рассчитываемых обобщённых решений.

4.  В качестве конкретной гиперболической сис-
темы выберем систему уравнений первого прибли-
жения теории мелкой воды, дивергентная форма 
записи которой в случае прямоугольного горизон-
тального  русла  без  учёта  донного  трения  имеет 
вид (1), где

  u f u= 
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Здесь H(x, t) и q(x, t) —  глубина и расход жидкости, 
g —  ускорение свободного падения. Рассмотрим для 
системы (1), (9) задачу Коши (2) с начальными дан-
ными
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где v = q H/  —  скорость жидкости (такая задача рас-
сматривалась в работах [1, 2]). Начальным усло-
виям (10) соответствуют следующие начальные зна-
чения инвариантов w c1 2= -v  и w c2 2= +v :
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где c gH= , a = 2, b = 10 и X = 10.

Точное решение этой задачи моделируется чис-
ленным расчётом по монотонному методу DG1A1 
на  мелкой  сетке  с  пространственным  шагом 
h = 0,0005. Профили глубины, получаемые в этом 
расчёте в моменты времени T = 1 и T = 2,5, изобра-

жены сплошной линией на рис. 1 (на отрезке длины 
периода) и на рис. 2 (в окрестности фронта ударной 
волны). Кружками на рис. 1 и 2 показаны результаты 
расчёта глубины на сетке с пространственным шагом 
h = 0,05, получаемые по модифицированной схеме, 
описание которой приводится ниже. На рис. 2 ре-
зультаты аналогичных расчётов по методу DG1 по-
казаны квадратиками, по методу DG1A1 —  крести-
ками и по методу DG1A2 —  треугольниками. На 
рис. 2 видны осцилляции, возникающие в немоно-
тонном DG1-методе в окрестности фронта ударной 
волны, которые сглаживаются в методе DG1A2 
и полностью подавляются в методе DG1A1.

На рис. 1 приведены порядки интегральной схо-
димости rj разностных решений на отрезках [xj, X], 
определяемые по методу, предложенному в [11], 
а на рис. 3 и 4 изображены графики сеточных функ- 
ций ( ) lg ( ),r w xi j i j= | |δ  где δw xi j( ) —  относи тельные 
локальные дисбалансы вычисления модулей инва-
риантов w1 и w2, получаемые по методу, изложенному 
в [12]. Величины rj и (ri)j рассчитывались на базис-
ной сетке с пространственным шагом h = 0,005 
и приведены на рис. 1 для каждого 30-го простран-
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Рис. 1. Глубина жидкости, получаемая по комбини-
рованной схеме (), и интегральные порядки сходи-
мости, получаемые по комбинированной схеме (), 
по методу DG1 (), по методу DG1A1 (+) и по методу 
DG1A2 (). Сплошная линия —  точное решение, ко-
торое  моделируется  расчётом  по  методу  DG1A1 
на мелкой сетке.
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ственного узла j = 30i разностной сетки, а на рис. 3 
и 4 —  для каждого 35-го узла j = 35i. Результаты этих 
расчётов показаны точками для комбинированной 
схемы, квадратиками для метода DG1, крестиками 
для метода DG1A1 и треугольниками для метода 
DG1A2. Во всех расчётах число Куранта r = 0,5.

5.  Из рис. 1 следует, что немонотонный DG1-
метод,  несмотря  на  заметные  осцилляции 
на фронте ударной волны (рис. 2), обеспечивает 
второй порядок интегральной сходимости на от-
резках [xj, X], левая граница которых расположена 
внутри области влияния ударной волны (в момент 
времени T = 1 эта область находится внутри отрезка 
[4, 9], а в момент времени T = 2,5 заполняет всю 
расчётную область). Методы DG1A1 и DG1A2, по-
лученные путём монотонизации DG1-метода, по-

добно конечно-разностным NFC-схемам снижают 
скорость этой сходимости до первого порядка, что 
приводит  к  заметному  снижению  их  точности 
(по сравнению с DG1-методом) при вычислении 
инвариантов в области влияния ударной волны 
(рис. 3 и 4).

Из  рис.  1  видно,  что  при  T =  1  методы  DG1 
и DG1A2, в отличие от метода DG1A1, имеют третий 
порядок интегральной сходимости на интервалах 
[xj, X], левая граница которых лежит вне области 
влияния ударной волны; метод DG1A1 имеет на этих 
интервалах второй порядок интегральной сходи-
мости. Объясняется это тем, что DG1-метод обес-
печивает третий порядок локальной аппроксимации 
на гладких решениях и коррекция потоков в методе 
DG1A2 этот порядок сохраняет, в то время как более 
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Рис. 2. Глубина жидкости в окрестности фронта ударной волны, получаемая по комбинированной схеме (), по ме-
тоду DG1 (), по методу DG1A1 (+) и по методу DG1A2 (). Сплошная линия —  точное решение, которое модели-
руется расчётом по методу DG1A1 на мелкой сетке.
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Рис. 3. Графики сеточных функций (ri)j, получаемые в момент времени T = 1 по комбинированной схеме (), по методу 
DG1 (), по методу DG1A1 (+) и по методу DG1A2 ().
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сильная коррекция потоков в методе DG1A1 сни-
жает точность этой аппроксимации до второго по-
рядка. В результате вне области влияния ударной 
волны инварианты вычисляются по методу DG1A1 
с существенно более низкой точностью, чем по ме-
тодам DG1 и DG1A2 (рис. 3).

Проведённый анализ точности методов DG1 
и DG1A1 позволяет использовать их для построения 
комбинированной схемы разрывного метода Галёр-
кина, которая одновременно монотонно локализует 
фронты ударных волн и сохраняет повышенную 
точность в областях их влияния. Для построения 
такой комбинированной схемы используем технику, 
развитую в [1, 2]. При этом в качестве базисной 
схемы, применяемой во всей расчётной области, 
возьмём DG1-метод, сохраняющий повышенную 
точность в области влияния ударной волн, а в каче-
стве внутренней схемы, используемой в некоторой 
сеточной окрестности фронта ударной волны, вы-
берем метод DG1A1, который этот фронт монотонно 
локализует. В результате получаемая комбинирован-
ная DG-схема сочетает в себе достоинства обоих 
методов и в то же время свободна от присущих им 
недостатков, что иллюстрируется результатами рас-
чёта по этой схеме профиля ударной волны (кружки 
на рис. 1 и 2), порядками её интегральной сходи-
мости (точки на рис. 1 и 2) и точностью вычисления 
по ней инвариантов аппроксимируемого решения 
(точки на рис. 3 и 4).

Источник финансирования. Работа выполнена при 
финансовой поддержке Российского научного фонда 
(грант 16–11–10033).
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A combined scheme of the discontinuous Galerkin method is proposed. This scheme monotonously localizes the 
fronts of shock waves and simultaneously maintains increased accuracy in the regions of smoothness of the cal-
culated solutions. In this scheme, a non-monotonic version of the third-order DG method is used as the baseline 
and a monotonic version of this method is used as the internal one, in which a nonlinear correction of numerical 
flows is used. Tests demonstrating the advantages of the new scheme compared to the standard monotonized 
variants of the DG method are provided.

Keywords: discontinuous Galerkin method, combined scheme, shock wave, integral and local convergence.
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