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Изучается игровая задача о сближении кон-
фликтно управляемой системы в конечномерном 
евклидовом пространстве с компактным множе-
ством в конечный момент времени [1–8]. Предметом 
изучения является введённое в работах [9, 10] поня-
тие дефекта стабильности множеств в пространстве 
позиций системы. Это понятие введено в целях рас-
ширения концепции стабильности для изучения 
множеств, не обладающих, вообще говоря, свой-
ством стабильности.

Наборы дифференциальных включений, инду-
цированных динамикой системы, участвующие 
в определении стабильности, могут принимать раз-
личные формы, выделяя при этом одни и те же мно-
жества —  стабильные мосты. В этом смысле раз-
личные формулировки свойства стабильности эк-
вивалентны по существу. Для расширения концеп-
ции стабильности оказалось удобным применение 
унификационных определений стабильности [11, 
12], базирующихся на унификационных наборах. 
Эти наборы являются бесконечными, т. е. состоя-
щими из бесконечного числа дифференциальных 
включений. В силу этого проверить то или иное 
множество в пространстве позиций на наличие 
свойства стабильности невозможно. Такую проверку 
можно осуществить для некоторых довольно 
простых конфликтно управляемых систем благодаря 
тому, что унификационный набор можно подменить 
эквивалентным ему с точки зрения стабильности 
конечным набором дифференциальных включений. 

Для других конфликтно управляемых систем акту-
альна следующая задача. Пусть выбран некоторый 
конечный поднабор из унификационного набора 
дифференциальных включений и выделено в про-
странстве позиций системы множество, слабо ин-
вариантное относительно поднабора. Требуется 
оценить, в какой мере это множество близко к обла-
данию свойством стабильности. Иными словами, 
требуется оценить сверху дефект стабильности этого 
множества. В настоящей работе обсуждается вопрос 
о выводе одной из таких оценок дефекта стабиль-
ности.

1. ИГРОВАЯ ЗАДАЧА  
О СБЛИЖЕНИИ  

В ФИКСИРОВАННЫЙ  
МОМЕНТ ВРЕМЕНИ

На промежутке времени [t0, ϑ], t0 < ϑ < ¥, задана 
конфликтно управляемая система

dx

dt
f t x u x t x u P Q= = ∈ ∈( , , , ), ( ) , , ,( )            v v0

0  (1)

где x —  m-мерный фазовый вектор системы из Rm, 
u и v —  соответственно управления первого и вто-
рого игроков, P и Q —  компакты в евклидовых про-
странствах Rp и Rq.

Правая часть системы (1) удовлетворяет усло-
виям:

A. Функция f(t, x, u, v) определена и непрерывна 
на [t0, ϑ] × Rm × P × Q и для любой ограниченной 
замкнутой области W ⊂ [t0, ϑ] × Rm существует такая 
постоянная L = L(W) ∈ (0, ¥), что
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здесь || f || —  норма вектора f в евклидовом простран-
стве.

В. Существует такая постоянная g ∈ (0, ¥), что

 
||    || || ||

   )  

f t x u x

t x u t P Qm

( , , , ) ( ),

( , , , [ , ] .

v

v

≤ +
∈ × × ×

g
ϑ

1

0 R

В игровой задаче о сближении в фиксированный 
момент времени первому игроку требуется обеспе-
чить попадание на заданный компакт M ⊂ Rm фазо-
вого вектора x(ϑ) системы (1) при любых допустимых 
управлениях v = v(t, x), t ∈ [t0, ϑ] второго игрока. 
Решение задачи о сближении требуется обеспечить 
в классе позиционных процедур управления первого 
игрока [1].

В задаче об уклонении, дуальной к задаче о сбли-
жении, второму игроку требуется обеспечить укло-
нение фазового вектора x(ϑ) системы (1) от некото-
рой e-окрестности Me множества M. Решение задачи 
об уклонении требуется обеспечить в классе контр-
позиционных процедур управления с поводырём 
второго игрока [1].

Для складывающейся из задач о сближении 
и об уклонении дифференциальной игры справед-
лива альтернатива: существует такое замкнутое мно-
жество W 0 ⊂ [t0, ϑ] × Rm, что для всех исходных по-
зиций (t*, x*) ∈ W 0 разрешима задача о сближении 
и для всех исходных позиций (t*, x*) ∉ W 0 разрешима 
задача об уклонении [1].

Множество W 0 играет ключевую роль при реше-
нии задачи о сближении. Разрешающая позицион-
ная процедура первого игрока может быть реализо-
вана для исходных позиций (t*, x*) ∈ W 0 как пози-
ционная процедура управления с поводырём, наце-
ливающая фазовый вектор x(t), t ∈ [t0, ϑ], системы (1) 
на поводыря, эволюционирующего в W 0. Множе-
ство W 0, как известно (см. [1]), обладает важным 
свойством: W 0 есть максимальный u-стабильный 
мост. Это свойство лежит в основе алгоритмов при-
ближённого вычисления W 0. В работах [11, 12] для 
приближённого вычисления W 0 используются ал-
горитмы, основу которых составляют унификаци-
онные конструкции или их модификации.

Опишем свойство u-стабильности множеств, со-
держащихся в [t0, ϑ] × Rm, в терминах некоторого 
унификационного набора из Rm. Аналогичные на-
боры рассматривались ранее в [11, 12]. Этому набору 
сопоставим ниже набор дифференциальных вклю-
чений (д. в.), с помощью которого дадим инфини-
тезимальное описание свойства u-стабильности. Для 
определения унификационного набора введём ска-
лярные функции на [t0, ϑ] × Rm × Rm:

H t x l l x u
u P Q
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∈ ∈v

v  —  гамильтониан 

системы (1), 
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где 〈 〉l f,   —  скалярное произведение векторов l и f 
из Rm.

Принимая во внимание условие В и компакт-
ность M, заключаем, что можно указать такую  
большую ограниченную замкнутую область W 
в [t0, ϑ] × Rm, которая содержит W 0 и все движения 
x(t) системы (1), приходящие в момент ϑ в некото-
рую заданную e-окрестность множества M.

Полагаем 
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здесь S = {l ∈ Rm: ||l || = 1}.

Имеем r ≤ K согласно определению r и K.

В дополнение к условиям A и В предполагаем, 
что выполняется следующее условие

C. Справедливо r < K.

Введём в рассмотрение множество G = B(0; K) = 
= {b ∈ Rm: ||b|| ≤ K} ⊂ Rm. При таком задании шара G 
получаем, что вектограммы F(t, x) = {f(t, x, u, v): 
(u, v) ∈ P × Q}, (t, x) ∈ W, и их выпуклые оболочки 
F(t, x) = coF(t, x) содержатся в G.

Пусть заданы некоторое конечное множество 
Y = {y} элементов y и набор {Fy: y ∈ Y} отображе-
ний Fy: (t, x)  Fy(t, x) ⊂ Rm, (t, x, y) ∈ W × Y, удо-
влетворяющих условиям:

A.1. Для любых (t, x, y) ∈ W × Y множество 
Fy(t, x) выпукло и замкнуто в Rm, Fy(t, x) ⊂ G, а также:

а) отображение (t, x)  Fy(t, x) непрерывно на W 
(в хаусдорфовой метрике) равностепенно относи-
тельно y из Y;

б) для некоторого l = l(L) ∈ (0, ¥) (L = L(W)) 
и всех y ∈ Y справедливо
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A.2. Для любых (t, x, l) ∈ W × S справедливо
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здесь h l l fF
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  —  опорная функция компак- 

та F ⊂ Rm, d(F*, F *) —  хаусдорфово расстояние между 
компактами F* и F * из Rm.

Введённые с помощью аксиом A.1, A.2 множества 
Fy(t, x), ( , ) ,t x ∈ W  y ∈ Y, содержащиеся в шаре G 
при каждом ( , ) ,t x ∈ W  уместно назвать ядрами в G. 
Этот набор ядер в G определяется структурой га-
мильтониана H(t, x, l) и связан с ним условием A.2. 
Для некоторых конфликтно управляемых систем 
может оказаться, что структура гамильтониана 
H(t, x, l) не очень сложна, вследствие чего в шаре G 
при каждом ( , )t x ∈ W  содержится конечное 
и не очень большое количество ядер, не зависящее 
от ( , ) .t x ∈ W  В этих случаях задание набора 
{ }Fy y: ∈ Y  позволяет достаточно эффективно осу-
ществлять разработку алгоритмов приближённого 
вычисления множества W 0, по крайней мере для 
систем (1) невысокого порядка. В этих случаях ал-
горитмы приближённого вычисления W 0 сводятся 
к некоторым наборам алгоритмов вычислительной 
геометрии.

Известно несколько таких конечных наборов 
{ }.Fy y: ∈ Y  Представим один из них, соответству-
ющий достаточно широкому классу систем (1). 
Именно пусть система (1) имеет вид
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где f t x f t x C t x( ) *( ) ( ), , , ( , ) ,2     v v= +  Q — выпуклый 

многогранник в R2 с конечным набором Y = { }( )v i  
вершин v(i). 

Для такой конфликтно управляемой системы 
можно задать в качестве конечного набора 
{ }Fy y: ∈ Y  набор отображений ( , ) ,( )( )t x F t xi  

v
= 

= +F t x f t x i( ) ( ) ( )( ) ( ), , , ,1 2   v  v( ) ;i ∈ Y  здесь F(1)(t, x) = 

= ∈co   : { ( ) }, , .( )f t x u u P1  

Однако для многих систем вида (1) структура 
гамильтониана H t x l( , , )   не настолько проста, что 
ей можно сопоставить конечный набор { },Fy y: ∈ Y  
удовлетворяющий A.1, A.2, где Y состоит из неболь-
шого числа элементов.

При изучении таких систем имеет смысл обра-
титься к несчётному унификационному набору 
I = ∈{ },F l Sl :  удовлетворяющему A.1, A.2 (см. [2, 
10, 11]). Он определяется соотношениями при 
( , , )t x l S  ∈ ×W
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Множества Fl(t, x) есть шаровые сегменты в Rm, удо-
влетворяющие A.1, A.2, где Y = S, y = l ∈ S.

Опишем свойство u стабильности с помощью 
набора { }.F l Sl : ∈

Для многозначного отображения t W t ( ) пола-
гаем
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есть производное множество отображения t W t ( ) 
в точке ( , ) , [ , )* * *t x W t t   ∈ ∈ 0 ϑ  (см. [14]).

О п р е д е л е н и е  1  [14]. Множество W называ-
ется u - с т а б и л ь н ы м  м о с т о м  в задаче о сбли-
жении системы (1) с M, если:

1) W M( ) ;ϑ ⊂
2)  
�

DW t x F t xl( , ) ,( )* * * *  ∩ ≠ Æ  

при ( , , ) [ , ) ( ) .* * *t x l t W t S   ∈ × ∂ ×0 ϑ  

Определение 1 представляет собой фактически 
инфинитезимальную формулировку свойства  
u‑стабильности множества W ⊂ W. Оно есть элемент 
внедрения конструкций в духе производных 
в теорию дифференциальных игр. Это определение 
оказалось весьма полезным при выявлении различ-
ных свойств u-стабильных мостов.

2. ДЕФЕКТ СТАБИЛЬНОСТИ  

МНОЖЕСТВ В [ , ]t m
0  ϑ × R

Для приближённого вычисления W 0 в конкретных 
игровых задачах о сближении должны применяться 
алгоритмы, в основе которых лежат конечные наборы 
отображений ( , ) , , .( )t x F t x    y y ∈ Y В этом разделе 
мы проредим набор { }F l Sl : ∈  — перейдём к конеч-
ному набору отображений. Этот конечный набор 
уже не выделяет в W максимальный u-стабильный 
мост W 0, но выделяет некоторое замкнутое множе-
ство W 0 (W 0(ϑ) = M, W 0 ⊂ W 0). Для W 0 свойство 
u-стабильности выполняется с некоторой погреш-
ностью, которую мы назовём дефектом.

Приведём определение дефекта стабильности 
замкнутого множества W ⊂ W, такого что W( )ϑ = M  

и из t t t0 ≤ < ≤*
* ϑ и W( )*t ≠ Æ  следует W( ) .*t ≠ Æ

Предполагаем также, что относительно W вы-
полнено условие

D. Справедливо неравенство

 ( ) ( ( ), ( )) , .*
* *

*
*

*t t d t t K t t t- ≤ ≤ < ≤-1
0W W    ϑ

Из условия D следует
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D t x G t x t t ( , ) , ( , ) [ , ) ( ),* * * * *      ∩ ≠ ∈ × ∂Æ 0 ϑ  

и этому условию удовлетворяет, в частности, u-ста-
бильный мост W 0. 

Сопоставим каждой точке ( , ),* *t x  (t* ∈ [t0, ϑ), 
x* ∈ ∂W(t*)) число (см. [9, 10])

 ε ρ( , ) sup ( ( , ), , );( )* * * * * *t x D t x F t x
l S

l    =
∈

�


здесь ρ( , ) inf{ , },*
*

*
*

*
*

*
*F F f f f f F F || ||: (  )= - ∈ ×  где 

F* и F * — компакты в Rm. 

Величина e( , )* *t x ≥ 0 называется дефектом ста-
бильности множества W в точке (t*, x*). Её можно 
трактовать как локальную характеристику степени 
нестабильности множества W ⊂ W  в точке 
( , ) [ , ) ( )* * *t x t t  ∈ × ∂0 ϑ W  — меру того, насколько 
сильно несогласованы динамика системы (1) и эво-
люция многозначного отображения t t W( ) =  

= ∈ ∈{ , }x t xmR : (  ) W  вблизи (t*, x*) (справа по вре-
мени t) с точки зрения свойства u-стабильности. 
Большое значение величины e( , )* *t x  означает их 
сильную несогласованность, равенство e( , )* *t x = 0 
означает наличие u‑стабильности множества W 
в точке (t*, x*).

Полагаем при t t* [ , )∈ 0  ϑ  (см. [9, 10])
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Величину e(t*), t t* [ , )∈ 0  ϑ , назовём дефектом ста-
бильности множества W в момент t*.

Известное правило экстремального прицелива-
ния на W (W(ϑ) = M) Н.Н. Красовского, или правило 
прицеливания на поводыря, эволюционирующего 
в W, гарантирует для исходных позиций ( , )* *t x ∈W 
попадание фазового вектора x(ϑ) системы (1) на M 
в случае, когда W — u‑стабильный мост (т. е. e( )t ≡ 0 
на [t0, ϑ]).

Отображение ( , , ) ,( )t x l F t xl     непрерывно (в ха-
усдорфовой метрике) на W × S в силу условий A.1, 
A.2, C.

Из результатов работы [11, с. 168] следует, что 
l = l(L) в условии A.1 можно задать равенством 

l l= =
-

<( ) .L
KL

K r2 2
¥  

В дополнение к условию D примем, что множе-
ство W и функция e(t), t t∈[ , ]0  ϑ , стеснены ещё дву- 
мя условиями:

H. Существует такая функция ϕ d*( ) ↓ 0  при 
d d ϑ↓ ∈ -0 0 0, ( , ),  t  что

 
h D t x B K

t x

t x t

�



( , ) ( , ),

( )
,

( , ) [

( )* *
* * *

* *

  

 

∩ + −



 ≤

∈

0 3

0

δ
δ

ϕ δ

,, ) ( ), ( , );*   ϑ δ ϑ× ∂ ∈ − t t0 0

здесь B K b b Km( , ) { };0 3 3= ∈ ≤R :  || ||  
W( )* *t x+ - =d

d
   

= = - ∈ +








h h
w x

w t( ) ( )
( )

* ( )
*, ( ) ;d d

d
d

d
d:   W  ∂W( )*t  — 

граница множества W(t*) в Rm; h(W*, W *) — хаусдор-
фово отклонение W* от W *, W* и W * — компакты 
в Rm.

E. Функция e(t) измерима по Лебегу на [t0, ϑ].

Полагаем W W* *

[ , ]

( , ),( )=
∈

t t
t t

 
0 ϑ
∪  где W*(t) = W(t)æ(t), 

æ( ) ( )( )t e dt

t

t

= -∫ l τ e τ τ
0

�  — интеграл Лебега; здесь 

W(t)æ(t) — æ(t)-окрестность множества W(t) в Rm. 

Справедливо W W*( ) ( )t t0 0=  и величина æ(t) воз-
растает с ростом t на [t0, ϑ]. 

Те о р е м а  1  [10]. Множество W * есть u‑стабиль‑
ный мост в задаче о сближении системы (1) с множе‑
ством Mæ(ϑ) в момент ϑ. 

Число e ϑW = æ( ) называется дефектом стабиль-
ности множества W [10].

Из теоремы 1 вытекает, что если позиция 

( , ) ,( )t x0
0 ∈W  то правило экстремального прицели-

вания на W * (см. [10]) гарантирует первому игроку 
попадание фазового вектора x(ϑ) (x(t0) = x(0)) сис-
темы (1) на M eW . Если при этом eW мало, то это 
означает, что мы решили задачу о сближении с M 
с некоторой малой погрешностью.

3. ОЦЕНКА СВЕРХУ  
ДЕФЕКТА СТАБИЛЬНОСТИ  

МНОЖЕСТВ В W
Если в конкретной задаче о сближении с M для 

какого-либо множества W ⊂ W дефект стабильности 
eW оказывается мал, то имеет смысл вместо этой 
задачи изучать задачу о сближении с М в мягкой 
постановке как задачу о сближении системы (1) 
c множеством M eW . 

В игровых задачах о сближении с M имеет смысл 
рассматривать различные примечательные множе-

ства W ⊂ ⊂ ×W [ , ] ,t m
0  ϑ R  W(ϑ) = M. Значительный 

интерес представляет выяснение того, в какой мере 
эти множества W близки к выполнению свойства 
u-стабильности в игровой задаче о сближении сис-
темы (1) с M в момент ϑ. Такими множествами яв-
ляются, например, множество программного погло-
щения в игровой задаче о сближении с M в момент ϑ 

 ОЦЕНКА ДЕФЕКТА СТАБИЛЬНОСТИ МНОЖЕСТВ В ИГРОВОЙ ЗАДАЧЕ... 139

ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК том 489 № 2 2019



и множество позиционного поглощения в игровой 
задаче о сближении с M к моменту ϑ (см. [1]).

В этой работе рассмотрим одно из замкнутых 
множеств W ⊂ W, для которого получим оценку 
сверху дефекта стабильности eW.

А именно считаем, что в наборе I многозначных 
отображений ( , ) , ,( )t x F t xl    ( , ) ,t x ∈ W  l S∈ , вы- 

бран некоторый конечный поднабор I * {( , )= t x  
 F t x Nlρ

ρ( ), , }. :  2, ..., = 1

Считаем также, что в W выделено максимальное 
(по включению) множество W 0 (W 0(ϑ) = M), слабо 
инвариантное относительно набора I * дифферен-
циальных включений

 
dx

dt
F t x N t tl∈ = ∈

ρ
ρ ϑ( ), , , , ..., , [ , ],           1 2 0  (2)

отвечающих отображениям из I *.

Замкнутое множество W 0 удовлетворяет вклю-

чению W 0 0⊆ W  наряду с равенством W 0( ) .ϑ = M   
В конкретных игровых задачах, как правило, 

W 0 0≠ W , и, значит, в них W 0 не обладает свойством 
u‑стабильности. При этом встаёт вопрос о том, в ка-
кой мере W 0, определённое с помощью набора I *, 
не удовлетворяет свойству u-стабильности.

Для ответа на этот вопрос приведём две оценки, 
используемые при доказательстве основного утверж-
дения этой работы.

1. Функция l H t x l l S ( , , ),   ∈ , удовлетворяет 
неравенству

 
|     | || ||

  и из   

H t x l H t x l K l l

t x l l

( , , ) ( , , ) ,

( , ) ,
*

*
*

*

*
*

- ≤ -
∈ W SS.

2. Справедливо неравенство

 d F t x F t x
K

K r
l ll l

( , , , )( ) ( )
* * *

*   || ||≤
-

-2
2 2

при ( , ) ,t x ∈ W  l* и l * из S и || ||l l*
* ,- ≤ d  где 

d ∈ -



0 1, . 

r

K
 

Приведём основное утверждение.

Те о р е м а  2. Пусть конечный набор S l S( ) {d
ρ= ∈ : 

ρ = 1 2, , ..., }   N  есть d‑сеть в сфере S m⊂ R ,  где 

d ∈ -



0 1, . 

r

K
 Тогда e

W 0  — дефект стабильности 

множества W 0 ⊂ W, определённого с помощью набора 

{ },( )F l Slρ ρ
d: ∈  удовлетворяет неравенству

 e d
ϑ

W 0

2 2 02
1≤ -













⋅-
-K

L
e

KL

K r
t( )

. (3)

Из оценки (3) следует, что множество W 0 
(W0(ϑ) = M), в достаточно большой мере удовлетво-
ряющее свойству u‑стабильности, можно сконструи-

ровать с помощью набора { },( )F l Slρ ρ
d: ∈  отвечающего 

малому d > 0, представляет также интерес выявление 
спектра параметров K, L, r, (ϑ - t0), при которых

 
2

1
2 2 0K

L
e

KL

K r
t

-
-

-












≤
( )

,
ϑ

e

где e ∈ (0, ¥) — некоторое малое число.

Очевидно, что решение этого вопроса сводится 
к изучению неравенства

 e L LLg g1 1 02≤ + ∈, ( , ),    ¥  (4)

где g ϑ g e
1 2 2 0 2 2

=
-

- =KL

K r
t

K
( ), .  

Дальнейшее изучение неравенства (4) сводится 
к сравнению коэффициентов g1 и g2.

Источник финансирования. Работа выполнена при 
поддержке Российского научного фонда, проект 
19–11–00105.
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STABILITY DEFECT ESTIMATION FOR SETS  
IN A GAME APPROACH PROBLEM IN A FIXED MOMENT
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We study the game problem of approaching a control system with a target set at a fixed point in time. The question 
of estimating from below the stability defect of a set in the position space weakly invariant with respect to a finite 
set of unification differential inclusions is discussed.

Keywords: control, conflict-controlled system, game approach problem, stability, defect stability, differential 
inclusion, target set.
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