
142

УДК 517.955.4

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ РАССЕЯНИЯ  
В КВАНТОВЫХ ВОЛНОВОДАХ

Б. А. Пламеневский*, А. С. Порецкий**, О. В. Сарафанов

Представлено академиком РАН Н. Ф. Морозовым 29.05.2019 г.

Поступило 17.06.2019 г.

Волновод занимает область G с несколькими цилиндрическими выходами на бесконечность. Волновод 
описывается нестационарным уравнением вида i f ft∂ = A , где A —  самосопряжённый эллиптический 
оператор второго порядка с переменными коэффициентами (в частности, при A = -D, где D —  оператор 
Лапласа, уравнение совпадает с уравнением Шрёдингера). Для соответствующей стационарной задачи 
со спектральным параметром определяются собственные функции непрерывного спектра и матрица 
рассеяния. С помощью принципа предельного поглощения устанавливается разложение по собственным 
функциям непрерывного спектра. Вычисляются волновые операторы, и доказывается их полнота. 
Определяется оператор рассеяния, и описывается его связь с матрицей рассеяния.
Ключевые слова: волновод, матрица рассеяния, принцип предельного поглощения, волновые операторы, 
оператор рассеяния.

DOI: https://doi.org/10.31857/S0869-56524892142-146

Санкт-Петербургский государственный университет
*E-mail: b.plamenevskii@spbu.ru
**E-mail: st036768@student.spbu.ru

ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК, 2019, том 489, № 2, с. 142–146

МЕХАНИКА

1. ВОЛНОВОД И ОПЕРАТОРЫ

Пусть G —  область в Rd, совпадающая вне боль-
шого шара с объединением конечного числа по-

парно непересекающихся полуцилиндров P+ =q  

= ∈ ∈ +{( , ) , },y z y zq :  W �  q = 1, 2, ..., T; граница ∂G 
гладкая. Рассматривается начально-краевая задача
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Предполагается, что матрица a(⋅) с элементами 

a C Gj l, ( ) ( )⋅ ∈ 1  является положительно определён- 

ной, т. е. 〈 〉 ≥ 〈 〉a x c( ) , ,ξ ξ ξ ξ   при ξ ∈�d , где c > 0, 

а 〈 ⋅ ⋅ 〉,  —  скалярное произведение в Cd; a C G0
1( ) ( ).⋅ ∈  

Кроме того, при некотором d > 0 в каждом цилинд-

рическом выходе G q∩ +P  выполняются условия 
стабилизации
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Здесь (y, z) —  локальные координаты в G q∩ +P . Опе-
ратор A в L2(G), заданный дифференциальным вы-

ражением A( , )x Dx  на области определения ( )A = 

= ∩H G H G2
0
1( ) ( ), является самосопряжённым, где, 

как обычно, H2(G) и H G0
1( ) —  пространства Собо-

лева.

2. ТОЧЕЧНЫЙ  
И НЕПРЕРЫВНЫЙ СПЕКТРЫ

Число m называется собственным значением 
(принадлежит точечному спектру sp(A)), если суще-
ствует решение u A∈( ) уравнения Au = mu; такое 
решение называется собственной функцией. Соб-
ственные значения оператора A имеют конечную 
кратность и могут сгущаться разве лишь на беско-
нечности.

Говорят, что число m принадлежит непрерывному 
спектру sc(A), если образ оператора A - m не замкнут 
в L2(G). Это происходит в том и только в том случае, 
если существует решение u L G∉ 2( ) задачи
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причём | | | |u x C x N( ) ( ) ,≤ + 1  N < ¥ (см. [1]). Такое ре-
шение называется собственной функцией непре-
рывного спектра. При всех m, за исключением мно-
жества изолированных значений, собственные 
функции непрерывного спектра являются ограни-
ченными. Эти изолированные значения называются 
порогами и накапливаются только на +¥. Полуось 
[t1, +¥) совпадает с непрерывным спектром опера-
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тора A; здесь t1 > 0 —  наименьший из порогов. Обо-
значим через Ec(m) линейную оболочку собственных 
функций непрерывного спектра, отвечающих 
числу m; dim ( )Ec m < ¥ при всех m. Если m не является 
собственным числом, то k m m( ) : dim ( )= Ec  называет- 
ся кратностью непрерывного спектра в точке m. 
Если же m есть точка непрерывного спектра и соб-
ственное значение, то положим 

 k m m m( ) : dim( ( ) ( )),= E Ec p/   

где E Ec p( ) ( )m m/  —  фактор-пространство, Ep(m) —  под-
пространство собственных функций, отвечающих 
числу m. Функция m k m� ( )  остаётся постоянной 
между соседними порогами.

3. ВОЛНЫ. СОБСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ 
НЕПРЕРЫВНОГО СПЕКТРА.  

МАТРИЦА РАССЕЯНИЯ

В каждом цилиндре P Wq q= × �,  q = 1, ..., T, 
 рассмотрим задачу вида (2) с заменой a y zj l, ( , )  на 

a yj l
q
, ( ). Если искать решения этой модельной задачи 

в виде ( , ) exp( ) ( )y z i z y � l ϕ  с вещественными l, 
то оказывается, что на интервале m t t∈ ′ ′′( , )  между 
соседними порогами ′t , ′′t  существует конечное 
число линейно независимых решений

 u y z N i z yj j j j
± ± ± ±=( , ; ) ( )exp( ( ) ) ( , ),   m m l m ϕ m  (3)

где y q∈ W , z ∈�, а j = 1, ..., kq. При этом функции 

m m� N j
±( ), l mj

±( ), ϕ mj
± ⋅( , )  являются веществен- 

но-аналитическими на интервале m t t∈ ′ ′′( , )  и 

∓( ) ( )l mj
± ′ > 0 (см. [7, п. 2.5]). Поток энергии, пере-

носимый функцией u j
+ (u j

-) через сечение Wq в на-
правлении оси z, отрицательный (положительный). 

Поэтому волна u j
+ (u j

-) называется приходящей из +¥ 
(уходящей в +¥). Нормировочный коэффициент 

N j
±( )m  выбирается так, чтобы плотность потока, 

переносимого каждой волной, была равна единице.

Вернёмся к задаче (2) в области G. На интервале 
( , )′ ′′t t  между соседними порогами ′t  и ′′t  существует 
базис в пространстве собственных функций непре-
рывного спектра E Ec p( ) ( ),m m/  состоящий из ве-

щественно-аналитических функций m m� Y j
+ ⋅( , ),   

j = 1, ..., k, с асимптотикой
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при | |x → ¥. Здесь a a m= >( ) 0 —  достаточно малое 
число, которое ограничивается скоростью стабили-

зации коэффициентов (a < d из (1)) и расстоянием 
от m до порога; на любом отрезке [ , ] ( , )′ ′′ ⊂ ′ ′′m m t t   
число a можно выбрать не зависящим от m. Через 

u j
+ и u j

- обозначены приходящие и уходящие волны, 
введённые в цилиндрах P1, ..., PT и пронумерован-
ные сквозным индексом j = 1, ..., k, k = k1 + ... + kT. 
При этом считается, что каждая из этих волн даётся 

выражением (3) в P+
q  для некоторого q и равна нулю 

в P+
r  при r q≠ . При переходе через порог набор волн 

и их нумерация меняются.

Матрица S S jl( ) ( )m m= || || является унитарной и на-
зывается матрицей рассеяния. Матрица-функция 
m m� S( ) определена на всём непрерывном спектре, 
за исключением порогов, и является вещественно-
аналитической на каждом интервале между сосед-
ними порогами.

4. ПРИНЦИП ПРЕДЕЛЬНОГО  
ПОГЛОЩЕНИЯ.  

СПЕКТРАЛЬНАЯ МЕРА

Обозначим через ra гладкую положительную 
функцию в G, в каждом цилиндрическом выходе 

совпадающую с e xa| |, где a —  число из (4), не за-
висящее от m. Введём пространство L G2, ( )a =  
{ ( )}.f f L G: ra ∈ 2  Как обычно, R(m) обозначает ре-
зольвенту (A - m)-1, sc(A) —  непрерывный спектр, 
Hc —  непрерывное подпространство оператора A 
(ортогональное дополнение в L2(G) к линейной обо-
лочке собственных функций оператора A), E(X) —  
спектральный проектор.

Л е м м а  1. Для любой функции f L G c∈ ∩2, ( )a H  
и любого m s∈ c A( ), отличного от порогов, суще-
ствуют пределы R i f( ) ,m ± 0  причём
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а коэффициенты в асимптотике вычисляются по фор-
мулам

 c i f Yj j
± ±=( ) ( , ),m ∓   (6)

где Y S Yj jk k
k

- +

=
= ∑ *

( )

.
1

k m
 Cправедлива формула

 R i f R i f c Yj j
j

( ) ( ) ( ) ( , ).m m m m
k

+ - - = - ⋅+ +

=
∑0 0

1

  (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поясним основную идею. 
Выражение справа в (5) задаёт естественные условия 
излучения. Корректная постановка задачи
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с такими условиями излучения была обоснована 

в [1]. Соответствующие решения u x∓( ; ) m  допускают 
аналитическое продолжение в комплексную окрест-

ность точки m [2]. В силу (3) функции u x ij
∓( ; ) m e±  

экспоненциально убывают при e > 0 и | |x → ¥. По-

этому решения u x i∓( ; ) m e±  принадлежат L2(G) и со-
впадают с R i f( ) .m e±  Формулу (7) достаточно про-
верить при больших |x |.

Л е м м а  2. Пусть отрезок [ , ] ( )′ ′′ ⊂m m s c A  свобо-
ден от порогов, [ , ]′ ′′ ⊃m m X —  произвольный интервал 
и f g L G c, ( ), ∈ ∩2 a H . Тогда

 ( ( ) , ) ( , )( , )E X f g f Y Y g dj j
jX

   = + +

=
∑∫1

2 1π
m

k
 (9)

и мера X E X f g� ( ( ) , )  абсолютно непрерывна.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно формуле Стоуна

 ( ( ) , ) ( ( ) ( ) , ) .E X f g
i

R i f R i f g d
X

  = + - -∫1

2
0 0

π
m m m

Принимая во внимание (7) и (6), приходим 
к формуле (9). Отсюда следует, что мера X �
� ( ( ) , )E X f g  абсолютно непрерывна. Действи-
тельно, равенство (9) распространяется на произ-
вольные борелевские X ⊂ ′ ′′[ , ]m m  и для таких X при-
водит к оценке |  | | |( ( ) , ) ,E X f g c X≤  где постоянная

 c f Y Y gj j
j

=
∈ ′ ′′

+ +

=
∑1

2 1π m m m

k
sup ( , )( , )
[ , ]

|   |

конечна вследствие аналитичности функций m � 

� Y j
+ ⋅( ; ) m  и не зависит от X.

С л е д с т в и е  1. Абсолютно непрерывный спектр 
sac A( ) оператора А совпадает с отрезком [t1, +¥), 
сингулярно непрерывный спектр отсутствует.

5. СПЕКТРАЛЬНОЕ  
ПРЕДСТАВЛЕНИЕ  

ОПЕРАТОРА A

Пусть { }t j j =1
¥  —  последовательность порогов опе-

ратора A в G, пронумерованных в порядке возраста-
ния, kj —  кратность непрерывного спектра на 

( , ),t tj j +1  а { }Y jk k
j+
=1

k
 и { }Y jk k

j-
=1

k
 —  базисы собственных 

функций непрерывного спектра. Для f L G∈ ∩2, ( )a  
∩ Hc и m t t∈ +( , )j j 1  введём вектор-столбец

 ( )( ) {( , ( , ))} .F± ±
== ⋅f f Y jk k
jm

π
m k1

2
1  

Функция m m� ( )( )F± f  задана на sac A( ), за исклю-
чением порогов. Пусть ещё h —  гильбертово про-

странство вектор-функций g L
j

j j
j∈ ⊕

= +
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¥
(( , ); )t t k

  �  

со скалярным произведением

 ( , ) ( ) ( ) .g h g h djk jk
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По определению абсолютно непрерывное под-
пространство Hac оператора А состоит из таких эле-
ментов f c∈H ,  что функция m m� ( ( , ) , )E f f-¥    
абсолютно непрерывна. Согласно следствию 1 имеем 
Hac = Hc. Через Pac обозначается ортогональный 
проектор на Hac.

Л е м м а  3. Для любых f g L G ac, ( ), ∈ ∩2 a H  спра-
ведлива формула

 ( , ) ( , ) .( )F F± ± =f g f g L G  h 2

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть tj, tj+1 —  какая-нибудь 
пара соседних порогов. Из абсолютной непрерыв-
ности функции m t m� ( ( , ) , )E f f1    следует, что её 
производная суммируема на всём отрезке ( , ).t tj j +1  
Из (9) при g = f вытекает формула
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d
E f f f Y jk
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Суммируемость левой части на ( , )t tj j +1  означа- 

ет, что функция m m� ( , ( , ))f Y jk  + ⋅  может иметь 
на порогах разве лишь квадратично интегрируемую 
особенность.

Положим в (9) X j j= +( , )t t 1  и просуммируем 
полученные равенства по j от 1 до J, тогда

 ( ( , ) , ) ( , )( , )E f g f Y Y g dJ jk jk
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Так как E P Pac ac( , )t1 + =¥  и f g ac, , ∈H  то суще-
ствует предел при J → ¥:
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Отображения F± продолжаются по непрерывно-
сти на всё подпространство Hac. Так как собственные 

функции непрерывного спектра Y jk
±  ортогональны 

любой собственной функции, то F± определены 

на подпространстве Hp, причём F± =Hp
0.
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Л е м м а  4. Справедливы соотношения

 ( ) , ( ) , .* *F F F F F F± ± ± ± ± ±= = =P I Aac       m

6. ВОЛНОВОЙ ОПЕРАТОР.  
ОПЕРАТОР РАССЕЯНИЯ

Пусть G Gq q
0 ⊂ ∩ +P  —  область с гладкой границей, 

на достаточно большом расстоянии совпадающая 

с G q∩ +P . Положим G G
q

q
0 0: .= ∪  Через A0 обозначим 

оператор в L2(G0), заданный дифференциальным 
выражением A( , )x Dx  на области определения 

( ) ( ) ( ),A H G H G0
2

0 0
1

0= ∩  ниже он играет роль не-
возмущённого оператора. Множества порогов, крат-
ность непрерывного спектра и наборы приходящих 
и уходящих волн для волноводов G и G0 совпадают. 
Собственные функции непрерывного спектра в вол-

новоде G0 обозначим через Y jk0
± , а соответствующие 

спектральные преобразования —  через F0
±.

Пусть c —  срезка в G0, равная единице при | |x t≥ 0 
и нулю при | |x t≤ -0 1, где t0 —  достаточно большое 
положительное число. Оператор отождествления 
J L G L G: 2 0 2( ) ( )→  действует как композиция опера-
тора умножения на c и оператора продолжения ну-
лём на G. Волновые операторы W ± определяются 

соотношением W f e Je f
t

iAt iA t±

→±

-=: lim
¥

0 .

Те о р е м а  1. Справедливо равенство W f± = 

= ( ) .*F F∓ ∓
0 f

Вычислим оператор рассеяния

 S = = =+ - - - + + - +( ) (( ) ) ( ) ( ) ;* * * * *W W S tF F F F F F0 0 0 0

здесь учтены соотношения ( )( ) ( )( )( )F F- +=f S ftm m m  

и F F+ + =( ) .* I  Отметим, что S St ( ) ( ),m m=  если ко-
эффициенты оператора A( , )x Dx  вещественные. Так 
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Из леммы 4 следуют полнота волновых операторов 
и унитарность оператора рассеяния на абсолютно 
непрерывном подпространстве оператора A0.

Работы Лайфорда [3, 4] посвящены теории рас-
сеяния для волнового уравнения в волноводах с не-
сколькими цилиндрическими выходами. В статье 
[5] был отмечен пробел в рассуждениях Лайфорда 
и предложен способ его устранения. В нашей работе 
развивается другой подход к спектральному анализу 
стационарной задачи в волноводе, не использующий 
специфики оператора Лапласа и методов теории 
возмущений, в частности уравнения Липпмана–
Швингера. Это позволяет ввести в рассмотрение 
операторы с переменными коэффициентами.

Источник финансирования. Исследование выпол-
нено при поддержке гранта Российского научного 
фонда № 17–11–01126.
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A waveguide occupies a domain G with several cylindrical ends. The waveguide is described by a nonstationary 
equation of the form i f ft∂ = A , where A is a selfadjoint second order elliptic operator with variable coefficients 
(in particular, for A = -D, where D stands for the Laplace operator, the equation coincides with the Schrodinger 
equation). For the corresponding stationary problem with spectral parameter, we define continuous spectrum 
eigenfunctions and a scattering matrix. The limiting absorption principle provides expansion in the continuous 
spectrum eigenfunctions. We also calculate wave operators and prove their completeness. Then we define a scat-
tering operator and describe its connections with the scattering matrix.

Keywords: waveguide, scattering matrix, limiting absorption principle, wave operators, scattering operator.


