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В статье [1] мы обобщили алгоритм Ньютона–
Пюизё на случай основного поля k ненулевой ха-
рактеристики. Там мы получили канонический ал-
горитм для разложения многочленов над максималь-
ным слабо разветвлённым расширением поля сте-
пенных  рядов  k((X ))  (т.е.  объединением  полей 

дробно-степенных рядов k Xs(( ))1/n  по всем n вза-
имно простым с p k= char( ), где ks —  сепарабельное 
замыкание поля k в его алгебраическом замыка-
нии k). До сих пор считалось, что такой алгоритм 
либо невозможен в принципе, либо если и суще-
ствует, то он должен быть очень сложным. Поэтому 
результат из [1] является весьма важным.

Однако с точки зрения сложности вычислений 
здесь остаётся одна принципиальная проблема: оце-
нить длины записи коэффициентов из конечных 
расширений поля k, появляющихся в этой есте-
ственной конструкции. То есть получить оценки, 
аналогичные оценкам из [2] (там поле k имеет ну-
левую характеристику). Но в рассматриваемом слу-
чае char( ) ,k p= > 1  по-видимому, нет прямого ана-
лога результатов из [2], достаточного для того, чтобы 
получить требуемые оценки на длины записи коэф-
фициентов. Здесь, по нашему мнению, следует вер-
нуться к более классическому подходу и оценивать 
знаменатели этих коэффициентов. Точнее, мы хо-
тели бы сформулировать следующую гипотезу.

Пусть k t t
p lm=  ( , ..., ),1      где t1, ..., tl алгебраически 

независимы над конечным полем 
pm из pm элемен-

тов, m ≥ 1 —  целое число. Пусть  f k X Y∈ [ , ]   —  сепа-
рабельный многочлен относительно Y (т.е. степень 
degY f ≥ 1 и дискриминант многочлена f относи-
тельно Y не равен нулю) со старшим коэффициентом 
lcY f = 1. Предположим, что  f t t X Y

p lm∈ [ , ..., , , ]1          

и степени deg ,,X Y f d≤   deg ,...,t tl
f d

1 1≤   для некото- 
рых d, d1 2≥ .

Ги п о т е з а. Пусть g k X Y∈ (( ))[ ] —  неприводимый 
(в этом кольце) множитель многочлена f такой, что 
старший коэффициент lcY g = 1. Тогда существует 
многочлен 0 1≠ ∈d 

p lm t t[ , ..., ]     степени deg ,...t tl1
d =  

= d d O
1

1( )   и многочлен   g g t t X Yl1 1 1= ∈( , ..., , , )         
∈

p lm t t X Y[ , ..., ][[ ]][ ]1      такие, что

  g g t t X Yl= 1 1( , ..., , , ).      /  d

Заметим, что для доказательства этой гипотезы 
достаточно  было  бы  получить  хорошие  оценки 
на аппроксимации в варианте леммы Гензеля (см. 
[3, гл. 4, § 3, теорема 1]). Но, к сожалению, такие 
оценки известны только в случае, когда многочлены 
g X =0 и ( )f g X/ =0 взаимно просты (возможно, ещё 
и в некоторых других подобных случаях, но не в об-
щем случае).

Можно даже уточнить эту гипотезу. Именно, 
пусть  y y k Xn1, ..., (( ))    ∈  —  все попарно различные 
корни многочлена f (здесь n fY= deg  и k X(( )) явля-
ется алгебраическим замыканием поля k X(( ))). По-
ложим полином F Z y yi j

i j n

= − +
≤ ≠ ≤
∏ ( ),

1

 где Z —  но-
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вая переменная. Так что многочлен F t
pm∈ [ , ...1    

..., , , ].     t X Zl  Пусть F F X Zi j
i j

i j

= ∑ ,
,

, где все коэффи-

циенты F t ti j p lm, [ , ..., ].∈ 1      Пусть V является множе-

ством всех вершин ломаной Ньютона многочлена F, 
рассматриваемого как элемент k X Z[[ ]][ ]. Положим 
d1 =

∈
∏ Fi j

i j V
,

( , )

. Тогда дополнительно в формулировке 

гипотезы можно выбрать d, делящим d1
N  для неко-

торого целого числа N d O= ( ).1

Эта гипотеза (если она верна) является ключом 
к получению хороших оценок на длины записи ко-
эффициентов из ks в конструкции из [1]. Для дока-
зательства этой гипотезы надо тщательно проана-
лизировать алгоритм из [1] (сейчас мы не видим 
никакого другого подхода). У нас есть предваритель-
ный план для этого. Общий случай является слож-
ным. Но кое-что здесь удаётся сделать уже сейчас. 
В настоящее время мы можем получить хорошие 
оценки в важном частном случае: degY g = 1 линей-
ного множителя g. Мы доказываем следующую тео-
рему.

Те о р е м а. Пусть многочлен f такой же, как 
и выше, и поле k t t

p lm=  ( , ..., ).1      Сформулированная 

гипотеза верна, если степень deg g = 1. Более того, 
справедливы следующие утверждения:

1.  Пусть Y u k X= ∈ (( ))  —  корень многочлена f 
такой, что расширение полей k X u k X(( ))[ ] (( ))⊃  яв-
ляется слабо разветвлённым. Тогда существует ал-
гебраический сепарабельный над полем k элемент h 
с минимальным многочленом F ∈

p lm t t Z[ , ..., , ],1        

неприводимым в этом кольце со старшим коэф-
фициентом  lc Z F = 1  и степенями  deg ,Y nF ≤  

deg .,...,
( )

t t
O

l
d d

1 1
1F =   Следовательно,  F( , ..., , ) .t tl1 0     h =  

Существует многочлен 0 1≠ ∈d 
p lm t t[ , ..., ]     такой, 

что deg ,...,
( )

t t
O

l
d d

1 1
1d =  и целое число n взаимно прос- 

тое с p, 1 ≤ ≤n n.  Далее можно представить

  u u Xi j
j i

ji Z

=
≤ <≥

∑∑ ,
deg

( ) ,h d n/ /

00 F

где u t ti j p lm, [ , ..., ]∈ 1      и степени deg ,..., ,t t i jl
u

1
 ограни- 

чены сверху ( ) ( )i d d O+ 1 1
1  для всех i, j. Здесь везде кон-

станты в O(1) абсолютные.

2.  Для всякого целого числа  N ≥ 0  можно по-
строить семейство шестёрок

( , , , , , { }( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,
( )

, deg (u ur r r r r
i j

r
i N j Z

r         
 

h d nF F0 0≤ ≤ ≤ < )) ),

,1 ≤ ≤r µ
  (1)

(здесь все u(r), h(r), F(r), d(r), n(r), ui j
r
,
( ) не зависят от N; 

элементы h( )r k∈ ), удовлетворяющее следующим свой-
ствам. Для всякого корня u из утверждения 1 суще-

ствует 1 ≤ ≤r µ и вложение полей σ h: k kr[ ]( ) →  над k 
такие, что

 
( , , , , , { } )

( , ( ),
, , deg

( ) ( )

u u

u

i j i N j

r r
Z

         

   

 h d n

σ h

F

F
F0 0≤ ≤ ≤ < =

= (( ) ( ) ( )
,
( )

, deg
, , , { } ).( )

r r r
i j

r
i N j

u
Z

r     
 

d n
0 0≤ ≤ ≤ < F

Обратно, пусть 1 ≤ ≤r µ —  произвольное. Положим 

( , , , , ) ( , , , , )( ) ( ) ( ) ( ) ( )u u r r r r r               h d n h d nF F=  и u ui j i j
r

, ,
( )=  

для всех i, j. Тогда выполняется утверждение 1 для 
этих u, h, F, d, n и ui,j.

Для всякого N ≥ 0 время работы алгоритма для 
построения семейства всех шестёрок (1) полиноми-

ально от (( ) ) ,N d d l+ +1 1
1  m и p. Следовательно, время 

работы алгоритма для построения семейства всех 
пятёрок (u(r), h(r), F(r), d(r), n(r)), 1 ≤ ≤r µ, полиноми-

ально от ( ) ,d d l
1

1+  m и p.

Сформулированная теорема обобщает результат 
из [2] на случай ненулевой характеристики. Но здесь 
ещё важно, что доказать её стало возможным бла-
годаря предложенному новому методу, который 
можно применить также и в нулевой характеристике 
и получить другим способом результат из [2]. Грубо 
говоря, суть этого метода состоит в использовании 
теоремы о производных неявной функции в общей 
точке с последующей специализацией значений этой 
общей точки.

Опишем его вкратце (но сейчас основной слу-
чай —  ненулевая характеристика). Рассмотрим се-
парабельную алгебру A K Y f= [ ] ( ),/  где K k X= (( )). 
Положим  y Y f A= ∈mod .   Пусть  Z,  W  —   новые 
 переменные.  Для  всякого  ϕ ∈ k X[[ ]]   элемент 
ϕ( )X Z+ ∈ ∈ ⊂k X Z K Z[[ , ]] [[ ]]   определяется ес-
тественным  образом.  Так  что  f X Z W( , )+ ∈   
∈ K Z W[[ ]][ ]. Положим 

  B K Z W f X Z W= +[[ ]][ ] ( ( , ))/    

и w W f X Z W B= + ∈mod ( , ) .   Неформально  мы 
имеем w y X Z y X X Z= + = = +( ) .:   Мы находим вло-
жение K[[Z]]-алгебр K Z w K y Z[[ ]][ ] [ ][[ ]]→  такое, 

что w w Zi
i

i

�
≥
∑

0

,  где все w K y Ai ∈ =[ ]  и w y0 = . По-

ложим D y wi i( ) =   для всякого i ≥ 0. В нулевой харак-
теристике очевидно имеем 

  D y
i

d y

dX
i

i

i
( )

!
.= 1
 

В ненулевой характеристике для Di(y) также можно 
получить некоторую формулу. Именно для целого 
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числа s ≥ 0 на кольце k X yp ps s

(( ))[ ] можно опреде-

лить оператор дифференцирования d s p

d

dX
s= . Да-

лее, если z k X y∈ (( ))[ ], то представим z z Xi
i

i ps

=
≤ <
∑

0

, 

где все z k X yi
p ps s

∈ (( ))[ ]. По определению положим 

d ds s i
i

i p

z z X A
s

( ) ( ) .= ∈
≤ <
∑

0

 Здесь мы хотели бы под-

черкнуть, что из этого определения следует, что для 
всех z z A1 2,   ∈  мы имеем 

  d ds
p

s
pz z z z

s s

( ) ( ) .1 2 1 2

1 1+ +
=  

Теперь представим i i i p i pr
r= + + +0 1 ... , где все 

ij, 0 ≤ ≤j r, являются целыми числами, такими, что 
0 ≤ <i pj  и ir ≠ 0 (при i ≠ 0). Тогда мы имеем

  D y
i i i

yi
r

i i
r
ir( )

! !... !
... ( ).= 1

0 1
0 1
0 1d d d   (2)

Таким образом, получается интересный аналог фор-
мулы Тейлора для алгебраических функций в нену-
левой характеристике.

Предположим, что многочлен  f k X Y∈ [ , ]   имеет 
корень Y u k Xs= ∈ [[ ]],  см. утверждение 1 (здесь n = 1 

и всегда всё сводится к этому случаю заменой пере-

менных X X1/n → ). Мы вычисляем, решая некото-
рые линейные системы, многочлен 0 ≠ ∈Fi k X Z[ , ]   
такой, что Fi iX D y( , ( ))  = 0  и X не делит Fi. Тогда 

ui j
j i

j
,

deg

,h d/
0≤ <

∑
F

  см. утверждение 1, является кор-

нем многочлена Fi Z( , ).0    Таким образом, для этого 
элемента можно получить хорошие оценки. Есть 
только технические сложности, чтобы построить d 
и F.
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