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ВВЕДЕНИЕ

Методы обобщённого и функционального раз-
деления переменных относятся к наиболее эффек-
тивным методам построения точных решений раз-
личных классов нелинейных уравнений математи-
ческой физики и механики (включая уравнения 
с частными производными достаточно общего вида, 
которые зависят от произвольных функций). В ра-
ботах [1–11] путём применения этих методов было 
получено много точных решений уравнений теории 
тепло- и массопереноса, теории волн, оптики, гид-
родинамики и других нелинейных уравнений.

Для определённости далее будем рассматривать 
нелинейные уравнения математической физики 
с двумя независимыми переменными:

 F x t u u u u ux t xx xt tt( , , , , , , , ...) ,       = 0  (1)

где u = u(x, t) — искомая функция.

Использование методов обобщённого и функ-
ционального разделения переменных основано 
на априорном задании структурного вида искомой 
переменной u, которая зависит от несколько сво-
бодных функций (конкретный вид этих функций 
определяется далее путём анализа возникающих 

функционально-дифференциальных уравнений). 
В частности, ранее авторами был описан прямой 
метод построения точных решений с функцио-
нальным разделением переменных, когда решение 
ищется в неявной форме:

 h u du x t x( ) ( ) ( ) ( ),∫ = +ξ ω η  (2)

где h h u= ( ), ξ ξ= ( ),x  η η= ( ),x  ω ω= ( )t  — функции, 
которые требуется найти. Этот метод позволил по-
лучить более 40 точных решений нелинейных реак-
ционно-диффузионных уравнений и уравнений типа 
Клейна—Гордона с переменными коэффициен-
тами [11].

В данной работе для построения точных решений 
предлагается использовать более общий метод, по-
зволяющий определять (а не задавать априорно) 
структурный вид искомой переменной в процессе 
решения.

1. ОПИСАНИЕ МЕТОДА

Для построения точных решений уравнения (1) 
на начальном этапе используем нелинейное пре-
образование вида

 ϑ = ∫ h u du( ) , (3)

где ϑ ϑ= ( , )x t  и h h u= ( )  — функции, которые 
ищутся в ходе дальнейшего анализа. После того как 
эти функции будут определены, интегральное соот-
ношение (3) будет задавать точное решение рассмат-
риваемого уравнения в неявной форме.
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Дифференцируя (3) по независимым перемен-
ным, находим частные производные
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Будем считать, что после подстановки выражений (4) 
в (1) полученное уравнение можно преобразовать 
к следующему виду:
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Для построения точных решений уравнения (5) 
используем принцип расщепления, описанный 
ниже.

П р и н ц и п  р а с щ е п л е н и я. Рассматриваем 
линейные комбинации двух наборов элементов { }F j  
{ },Y j  входящих в (5), которые связаны соотношени-
ями
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где 2 ≤ pi, q Nj ≤ , 1 ≤ l, m N≤ − 1. Константы ani 
и bnj (7) выбираются так, чтобы билинейное равен-
ство (5) удовлетворялось тождественно (отметим, 
что соотношения (7) не связаны с конкретным ви-
дом дифференциальных форм (6)).

После получения соотношений (7) в них подстав-
ляются дифференциальные формы (6), что приводит 
к системам дифференциальных уравнений (часто 
переопределённым) для искомых функций ϑ ϑ= ( , )x t  
и h h u= ( ), которые входят в (3).

З а м е ч а н и е  1. Необходимо отдельно рассмот-
реть также вырожденные случаи, когда помимо ли-
нейных соотношений (7) некоторые дифференци-
альные формы Fn и/или Yn равны нулю.

З а м е ч а н и е  2. Для чётных N равенству (5) 
проще всего удовлетворить, если положить

 F F Y Yi ij j ij i j i j− = + = ≠g g0 0, ( ),      

где gij — произвольные постоянные, а индексы i, 
j в совокупности принимают все значения от 1 
до N. 

При N ≥ 3 равенство (5) также будет удовлетво-
ряться тождественно, если задать линейные соот-
ношения
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где Ai, Bi — произвольные постоянные. В форму-
лах (8) можно сделать переобозначения символов 
F Yn n� , а также одновременные парные переста-
новки F Fi j�  и Y Yi j� . 

Для построения более сложных линейных ком-
бинаций вида (7), тождественно удовлетворяющих 
билинейному соотношению (5), можно использовать 
формулы для коэффициентов ani и bnj, приведённые 
в [1, 3].

2. РЕАКЦИОННО-ДИФФУЗИОННЫЕ 
УРАВНЕНИЯ И ИХ РЕШЕНИЯ

Рассмотрим класс нелинейных уравнений реак-
ционно-диффузионного типа с переменными ко-
эффициентами

 u a x f u u b x g u c xt x x= + +[ ( ) ( ) ] ( ) ( ) ( ). (9)

Используя описанный в разделе 1 метод, получим 
некоторые точные решения уравнений вида (9), 
в которых по крайней мере два функциональных 
коэффициента a(x) и f(u) будут заданы произвольно 
(а остальные через них выражаются). Далее для крат-
кости аргументы функций, входящих в преобразо-
вание (3) и уравнение (9), часто будут опускаться.

Сделав замену (3), подставим производные (4) 
в (9). После элементарных преобразований получим

 − + + 
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При h = 1 уравнение (10) совпадает с исходным 
уравнением (9), где u = ϑ. Поэтому на данном этапе 
никакие решения не теряются.

Введём обозначения:
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В результате уравнение (10) можно представить в би-
линейном виде (5) при N = 5:

 F Yn n
n=
∑ =

1

5

0. (12)
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П р и м е р  1. Уравнению (12) можно тожде-
ственно удовлетворить, если использовать линейные 
соотношения
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где k — произвольная постоянная. Подставляя (11) 
в (13), приходим к уравнениям
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Общее решение переопределённой системы, со-
стоящей из первых трёх уравнений (14), имеет вид
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где a(x) — произвольная функция, C1, k, b, l — про-
извольные постоянные. Общее решение системы, 
состоящей из двух последних уравнений (14), запи-
сывается так (берутся одновременно либо верхние, 
либо нижние знаки):
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где f(u) — произвольная функция. Из формул (15) 
и (16) получим два уравнения
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которые допускают точные решения типа обобщён-
ной бегущей волны в неявной форме:
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Сделав переобозначения b b⇒ ± ,  k
k⇒
2

, 

C C1 1⇒ ±  в (17) и (18), приходим к одному уравне-
нию
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которое допускает два точных решения
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Отметим, что уравнение (19) содержит две про-
извольные функции a(x) и f(u) и четыре произволь-
ные постоянные C2, k, b, l.

П р и м е р  2. Уравнению (12) можно удовлетво-
рить, если положить

 
F F F F

Y Y Y Y Y
1 4 2 5

1 4 2 5 3 0
= − = −

= = =
, ,

, , ,
   

      
k

k
 (21)

где k — произвольная постоянная. Подставляя (11) 
в (21), получим
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Общее решение переопределённой системы, со-
стоящей из первых двух уравнений (22), имеет вид
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где a(x) и c(x) — произвольные функции, C1, C2, C3, 
C4 — произвольные постоянные. Общее решение 
системы, состоящей из трёх последних уравне-
ний (22), даётся формулами

 g
kf

h kf= =1
, .    (24)

Учитывая соотношения (23) и (24), получим урав-
нение
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которое допускает точное решение в неявной форме
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Здесь a(x), c(x), f(u) — произвольные функции, 
а функция b(x) определена в (23). Без ограничения 
общности в (25) и (26) можно положить k = 1.

3. ВОЗМОЖНЫЕ ОБОБЩЕНИЯ 
И МОДИФИКАЦИИ

Другие точные решения уравнения (1) можно 
получить, если вместо (5), (6) рассматривать экви-
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валентные дифференциальные уравнения, которые 
сводятся к (5), (6) на множестве функций, удовле-
творяющих соотношению (3).

П р и м е р  3. Вернёмся к классу реакционно-
диффузионных уравнений вида (9). Сделав за-
мену (3), вместо уравнения (10) рассмотрим более 
сложное уравнение
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где H hdu= ∫ � и l — произвольная постоянная. Урав-

нения (10) и (27) эквивалентны, поскольку в силу 
преобразования (3) имеет место соотношение ϑ = H.

Уравнение (27) можно представить в билинейной 
форме (12), где
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Как и ранее, уравнению (12) можно удовлетворить, 
используя соотношения (13). Подставляя (28) в (13), 
приходим к уравнениям
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которые при l = 0 совпадают с (14). Общее решение 
переопределённой системы, состоящей из первых 
трёх уравнений (29), имеет вид
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где a(x) — произвольная функция, C1, C2, C3, C4, k, 
l — произвольные постоянные. Общее решение 
системы, состоящей из двух последних уравне-
ний (29), записывается так (берутся одновременно 
либо верхние, либо нижние знаки):
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где f(u) — произвольная функция.

П р и м е р  4. Как и ранее, уравнению (12) можно 
удовлетворить с помощью соотношений (21). Под-
ставляя (28) в (21), приходим к уравнениям
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Общее решение переопределённой системы, со-
стоящей из первых двух уравнений (32), имеет вид
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где a(x) и c(x) — произвольные функции, C1, C2, C3, 
C4 — произвольные постоянные. Общее решение 
системы, состоящей из трёх последних уравне-
ний (32), даётся формулами

 g
kf

k fdu h kf= −( ) =∫1
exp , .l     (34)

З а м е ч а н и е  3. Для построения других точных 
решений уравнения (9) описанным методом по-
мимо (27) можно использовать также уравнение
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которое в силу преобразования (3) эквивалентно 
уравнению (10).

ВЫВОДЫ

Описан новый метод построения точных реше-
ний нелинейных уравнений математической фи-
зики, который основан на нелинейных преобразо-
ваниях интегрального типа в комбинации с исполь-
зованием принципа расщепления. Эффективность 
метода иллюстрируется на нелинейных уравнениях 
реакционно-диффузионного типа с переменными 
коэффициентами, которые зависят от двух или трёх 
произвольных функций. Получен ряд новых точных 
решений с функциональным разделением перемен-
ных и решений типа обобщённой бегущей волны. 
Важно отметить, что построенные решения явля-
ются неинвариантными (т.е. не могут быть получены 
с помощью классического группового анализа диф-
ференциальных уравнений [12]).
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A new method for constructing exact solutions of nonlinear equations of mathematical physics, which is based 
on nonlinear integral type transformations in combination with the splitting principle, is proposed. The effective-
ness of the method is illustrated on nonlinear equations of the reaction-diffusion type, which depend on two or 
three arbitrary functions. New exact functional separable solutions and generalized traveling wave solutions are 
described.

Keywords: nonlinear mathematical physics equations, reaction-diffusion equations, equations with variable coef-
ficients, functional separable solutions, exact solutions.
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