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Предметом исследования этой работы является 
дискретная экстремальная задача разбиения конеч-
ного множества точек евклидова пространства на два 
кластера. Цель исследования —  анализ вычисли-
тельной сложности задачи.

Исследование мотивировано неизученностью 
задачи в математическом плане. А именно до насто-
ящего времени статус её вычислительной сложности 
не был установлен. Задача имеет приложения в ком-
пьютерной геометрии и математической статистике. 
С практической точки зрения рассматриваемая за-
дача важна, например, для известной междисцип-
линарной проблемы интерпретации данных (Data 
mining).

1. ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ  
И ПОХОЖИЕ ПРОБЛЕМЫ

Всюду далее || ⋅ || —  евклидова норма. Рассматри-
ваемая задача имеет следующую формулировку.

З а д а ч а  1  (Quadratic 1-Mean and 1-Median 
2-Clustering with the Constraints on the Cluster Sizes). 
Дано: N-элементное множество Y точек в d-мерном 

евклидовом пространстве и натуральное число M. 
Найти: такие точку x ∈Y и разбиение Y на кластеры 
C и Y C\  размеров M и N - M соответственно, что
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есть центроид (геометрический центр) подмноже-
ства C.

Ниже приведены три известные задачи, матема-
тические формулировки которых наиболее близки 
к задаче 1. В этих задачах целевые функции отличны 
от целевой функции задачи 1, а входы идентичны 
входу этой задачи.

З а д а ч а  2  (2-Means Clustering with the Constraints 
on the Cluster Sizes). Дано: N-элементное множество 
Y точек в d-мерном евклидовом пространстве и на-
туральное число M. Найти: такое разбиение Y 
на кластеры C и Y C\  размеров M и N - M соответ-
ственно, что

 || || || ||y y y y
y y
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где y(C) и y( \ )Y C  —  центроиды кластеров C и Y C\  
соответственно.

Сильная NP-трудность этой задачи следует 
из сильной NP-трудности [1] задачи 2-Means (без 
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ограничений на размеры кластеров). Действительно, 
полиномиальная разрешимость задачи 2 влекла бы 
полиномиальную разрешимость задачи 2-Means. 
Достаточно было бы перебрать за полиномиальное 
время конечное число точных допустимых решений 
задачи для каждого M.

З а д а ч а  3  (Quadratic 2-Medians Clustering with 
the Constraints on the Cluster Sizes). Дано: N-элемент-
ное множество Y точек в d-мерном евклидовом про-
странстве и натуральное число M. Найти: такие 
точки x, z ∈ Y и разбиение Y на кластеры C и Y C\  
размеров M и N - M соответственно, что

 || || || ||y x y z
y y

- + - →
∈ ∈
∑ ∑2 2

C Y C\

min.

Эта задача сходна с известной (см., например, [2]) 
задачей 2-Medians минимизации суммы 

 || || || ||y x y z
y y

- + -
∈ ∈
∑ ∑
C Y C\

.  

Легко видеть, что задача 3 разрешима за время 

O( ).dN 3  Достаточно перебрать N2 пар x, z точек, для 
каждой пары найти допустимое решение и в полу-
ченном семействе найти наилучшее. Допустимое 
решение строится за O(dN) операций: 

1) проектируем все точки множества Y на пря-
мую, соединяющую точки x и z; 

2) разбиваем индуцированный этим проектиро-
ванием отрезок на два примыкающих отрезка по M 
и N - M точек.

З а д а ч а  4  (Quadratic 1-Mean and Given 1-Center 
2-Clustering with the Constraints on the Cluster Sizes). 
Дано: N-элементное множество Y точек в d-мерном 
евклидовом пространстве и натуральное число M. 
Найти: такое разбиение Y на кластеры C и Y C\  
размеров M и N - M соответственно, что

 g y y y
y y
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\

C C
C Y C

= - + →
∈ ∈
∑ ∑|| || || ||2 2

где y(C) —  центроид кластера C.

В этой задаче центр квадратичного разброса точек 
кластера Y C\  совпадает с началом координат. Оче-
видно, что эта задача полиномиально эквивалентна 
задаче, в которой этим центром является произволь-
ная точка из Rd, заданная на входе. Сильная 
NP-трудность задачи 4 следует из равенства

 g y y
y y

( ) ,C
CY C

= -
∈ ∈
∑ ∑|| ||

| |
2 21

в котором первый член в правой части не зависит 
от C, и сильной NP-трудности [3–5] известной за-

дачи Longest M-Vector Sum. Напомним, что в этой 
задаче дано N-элементное множество Y точек в ев-
клидовом пространстве размерности d и натуральное 
число M. Требуется найти подмножество C Y⊆  раз-

мера M, доставляющее максимум норме y
y∈
∑
C

 

суммы элементов из этого подмножества.

Все приведённые экстремальные задачи, включая 
задачу 1, имеют геометрический характер, который 
ясен непосредственно из формулировок задач. 
В каждой из задач 1–4 оптимальному разбиению 
на кластеры соответствует разделяющая поверх-
ность. Этими поверхностями являются оптимальные 
гиперплоскости, которые перпендикулярны отрезку, 
соединяющему центры квадратичного разброса. 
Этот факт легко устанавливается при анализе струк-
турных свойств оптимальных решений задач. По-
этому все задачи можно трактовать как поиск опти-
мальной гиперплоскости, разделяющей на две части 
входное множество точек.

Напомним, что построение оптимальных разде-
ляющих поверхностей по имеющимся данным —  
типичная прикладная проблема машинного 
обучения (Machine learning) [6], кластеризации дан-
ных (Data clustering) [7] и распознавания образов 
(Pattern recognition) [8]. В отмеченных приложениях 
эта проблема возникает всякий раз, когда в руках 
у исследователя-прикладника оказываются данные 
с неясной структурой.

Выяснение структуры данных с помощью так 
называемого разведочного поиска подходящего (аде-
кватного) описания (т.е. интерпретации) данных 
в виде модели порождения данных типичен для при-
кладных проблем Data mining [9] и математической 
статистики. В классической статистике, в отличие 
от Data mining, предполагается, что данные одно-
родны, т.е. являются выборкой из одного распреде-
ления. Напротив, в Data mining предполагается, что 
данные неоднородны, т.е. являются выборкой из не-
скольких распределений, причём априорное соот-
ветствие данных распределениям неизвестно. От-
сутствие этого соответствия обусловливает создание 
математических инструментов в виде эффективных 
алгоритмов решения необозримого множества задач 
разбиения данных с самой разнообразной структу-
рой на однородные по какому-либо фиксирован-
ному критерию кластеры, а также инструментов 
в виде критериев проверки адекватности аппрокси-
мационных моделей разбиения имеющимся данным. 
Например, чтобы выяснить, какая из сформулиро-
ванных выше задач (моделей аппроксимации) раз-
биения адекватна данным (входному множеству 
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точек) или ни одна из них не адекватна данным, 
в первую очередь необходимы эффективные алго-
ритмы решения этих кластеризационных задач. 
Очевидно, что создание эффективных в вычисли-
тельном плане алгоритмов является одной из клю-
чевых проблем для Data mining. В свою очередь, 
создание таких алгоритмов обусловливает исследо-
вание сложностного статуса задач разбиения. При-
ведённые замечания поясняют мотивацию настоя-
щего исследования. Фактически наша работа отве-
чает на вопрос —  можно ли эффективно (за поли-
номиальное время) разбить имеющиеся данные 
в соответствии с (1).

В заключение этого раздела подчеркнём, что рас-
сматриваемая задача 1 не эквивалентна ни одной 
из приведённых выше близких по постановке кла-
стеризационных задач. Насколько нам известно, 
она не входит в список других изучавшихся ранее 
задач дискретной оптимизации. К тому же она не яв-
ляется ни частным случаем, ни обобщением какой-
либо из этих задач. Поэтому вопрос о статусе слож-
ности задачи 1 требует отдельного исследования.

2. АНАЛИЗ  
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ  

СЛОЖНОСТИ

Как известно (см., например, [10]), для любого 

конечного множества точек Z ⊂ �d  справедливо 
равенство

 || ||
| |

|| ||z z y z
z zy

- = -
∈ ∈∈
∑ ∑∑( ) ,Z

ZZ ZZ

2 21

2

где z ( )Z  —  центроид множества Z. Используя это 
равенство, запишем целевую функцию (1) в экви-
валентном виде и сформулируем задачу 1 в форме 
верификации свойств.

З а д а ч а  1 A. Дано: N-элементное множество Y 
точек в d-мерном евклидовом пространстве, нату-
ральное M < N и число B > 0. Вопрос: существуют ли 
в Y такие кластер C размера M и точка x ∈ Y, что 
имеет место неравенство

f x y z y x B
zy y

( , ) ?
\

C
C CC Y C

 
| |

|| || || ||= - + - ≤
∈∈ ∈
∑∑ ∑1

2
2 2  (2)

Напомним следующую NP-полную [11] задачу.

З а д а ч а  К л и к а  (Clique). Дано: n-вершинный 
граф G = (V, E) и положительное число K. Вопрос: 
существует ли в графе G клика размера не меньше K?

Для выяснения вопроса о сложности рассматри-
ваемой задачи нам потребуется специальный случай 
задачи Clique для однородного графа, степень D ко-

торого не фиксирована. Эта задача также относится 
к числу NP-полных задач [12].

Справедлива следующая

Те о р е м а  1. Задача 1A NP-полна в сильном 
смысле.

Для доказательства теоремы мы строим полино-
миальное сведение задачи Clique в однородном 
графе к задаче 1A.

Рассмотрим однородный граф G = (V, E) сте-
пени D на n вершинах. Будем считать, что D > 2 
и n - K > 1, так как в противном случае задача Clique 
решается за полиномиальное время.

По произвольному входу задачи Clique построим 
следующий пример входа задачи 1A. В задаче 1A 
положим

 d E N n= = +| |    , ,1

 M K B n K= = - - +, ( ) ,   1 1D  (3)

 y y a i nN i i= = =0 1; , , , ..., ,       2   

где ai —  i-я строка матрицы A ai j= { },,  i = 1, 2, ..., n, 
j = 1, 2, ..., d, инцидентности графа G, в которой 
ai,j = 1, если j-е ребро графа G инцидентно вершине 
vi, и ai,j = 0 в противном случае.

Ввиду однородности графа G имеем следующие 
свойства элементов в построенном примере множе-
ства Y:

 
|| ||

   если ребро 

   в противном с
y y

E G
i j

i j- =
- ∈2 2 2

2

D
D

, ( ),v v

ллучае,





≤ < ≤1 i j n,
 (4)

 || ||     2   y y i ni N- = =2 1D, , , ..., . (5)

Кроме того, заметим, что (по построению) лю-
бому кластеру C Y⊆ \ { }yN  однозначно соответству- 
ет подмножество V VC ⊆  вершин графа G.

I. Допустим сначала, что в задаче Clique подмно-
жество VC вершин образует клику размера K. В за-
даче 1A в качестве центра кластера Y C\  выберем 
точку x = yN. При этом выборе из (2)–(5) для целевой 
функции задачи 1A в построенном примере имеем

 

f x y y y y

M
M

i j
yy

i N
yji i

( , )

(

\

C
C CC Y C

 
| |

|| || || ||= - + - =

=

∈∈ ∈
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2

1

2

2 2

MM n M

n M B

- - + - =

= - - + =

1 2 2

1

)( ) ( )

.

D D

D D
Это значит, что условие (2) выполнено в виде равен-
ства, т.е. в примере задачи 1A найдутся соответству-
ющие этому условию кластер C размера M = K 
и точка x = yN, если в задаче Clique существует клика 
размера K.
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II. Допустим теперь, что в построенном примере 
задачи 1A существуют некоторый кластер C Y⊂  
мощности M и точка x ∈ Y такие, что f(C, x) ≤ B.

Сначала мы показываем от противного, что 
yN ∉C.  Опираясь на свойства (4), (5) элементов 
в  построенном примере множества Y, находим сле-
дующую оценку для первого слагаемого целевой 
функции задачи 1A:

 

1

2

1

2
1 2 2 2 2 1

2

| |
|| ||

C CC

y y

M
M M M

i j
yy ji

- ≥

≥ - - - + - >

>

∈∈
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(( )( )( ) ( ) )D D

BB n M- - + +( ) .1 2D

 

(6)

Далее мы доказываем, что в случае yN ∈ C, x = yN  
для второго слагаемого целевой функции задачи 1A 
справедлива оценка

 || ||y x n Mi
yi

- ≥ - +
∈
∑ 2 1
Y C\

( ) .D  (7)

Объединяя (6) и (7), получим, что если yN ∈ C, x = yN, 
то для целевой функции задачи 1A выполнено

 f x B B( , ) ,C  ≥ + >2

что противоречит условию f x B( , )C  ≤ .

Затем мы доказываем, что в случае yN ∈C, x yN≠  
для второго слагаемого целевой функции задачи 1A 
справедлива оценка

 || ||y x n Mi
yi

- ≥ - -
∈
∑ 2 2 2
Y C\

( )( ).D  (8)

Объединяя (6) и (8), получим оценку

 f x B n M B( , ) ( )( ) ,C  ≥ + - - - >1 2D

которая также противоречит условию f x B( , ) .C  ≤  
Таким образом, yN ∈Y C\ .

Пусть в задаче Clique подмножество V VC ⊆  со-
держит k пар несмежных вершин. Тогда для кластера 
C Y⊂  из (4) и (5) для целевой функции задачи 1A 
имеем

 
f x

M
M M k

n M B
k

M

( , ) ( ( )( ) )

( ) ,

C  

 

≥ - - + +

+ - = +

1

2
1 2 2 4

2

D

D

что при k > 0 противоречит сделанному предполо-
жению f x B( , ) .C  ≤  Следовательно, k = 0, а это зна-
чит, что множество VC образует клику. Иными сло-
вами, если в построенном примере задачи 1A суще-
ствуют некоторые кластер C Y⊂  размера M и точка 
x ∈Y  такие, что f x B( , ) ,C  ≤  то и в задаче Clique 
существует клика размера K = M.

Таким образом, из п. I и п. II следует, что в по-
строенном примере задачи 1A кластер C размера M 
и точка x, удовлетворяющие условию (1), существуют 
тогда и только тогда, когда в задаче Clique существует 
клика размера K = M.

Остаётся заметить, что поскольку координаты 
точек yi, а также числа B и M в построенном сведе-
нии ограничены полиномом от размера графа, за-
дача 1A NP-полна в сильном смысле.

Из теоремы 1 следует, что задача 1 NP-трудна 
в сильном смысле.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе доказана сильная NP-трудность ранее 
неисследованной квадратичной задачи 2-кластери-
зации конечного множества точек евклидова про-
странства.

В математическом плане значительный интерес 
представляет вопрос о статусе сложности варианта 
задачи 1, в котором мощности кластеров оптими-
зируются вместе с искомыми кластерами. Выясне-
ние этого открытого вопроса представляется пред-
метом будущих исследований.
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In the paper, we consider a problem of clustering a finite set of N points in d-dimensional Euclidean space into 
two clusters minimizing the sum over all clusters of the intracluster sums of the distances between clusters elements 
and their centers. The center of one cluster is defined as centroid (geometric center). The center of the other one 
is a sought point in the input set. We analyze the variant of the problem with the given clusters sizes. We have 
proved the strong NP-hardness of this problem.

Keywords: Euclidean space, clustering, 2-partition, quadratic variation, center, centroid, median, strong  
NP-hardness.
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