
344

В работе строится новая шкала банаховых функ-
циональных пространств как результат грандирова-
ния лебеговых пространств со смешанной нормой. 
Введение и изучение пространств Лебега со смешан-
ной нормой было инициировано в работе [1]. Что 
касается гранд-пространств Лебега Lp), то они были 
введены в 1990-х гг. Т. Иванецом и К. Сбордоне [2] 
в связи с нахождением минимальных условий ин-
тегрируемости якобиана. Несколько более общее 

функциональное пространство Lp),ϑ  было рассмот-
рено в работе [3], где авторы исследовали неодно-
родное n-гармоническое уравнение div ( , ) .A x u ∇ = m

В настоящее время интенсивное исследование 
гранд-пространств Лебега обусловлено тем, что они 
оказались именно теми пространствами, в которых 
успешно решаются задачи существования и един-
ственности, а также проблемы регулярности реше-
ний широкого класса нелинейных дифференциаль-
ных уравнений в частных производных.

Проблемам ограниченности интегральных опе-
раторов гармонического анализа в весовых гранд-

пространствах Lw
p),ϑ  посвящены работы [4–12] (см. 

также монографию [13, гл. 14]).

Положим (X, d, m) —  квазиметрическое простран-
ство с s-конечной полной мерой m и квазиметри- 
кой  d.  Для  любого  x  ∈  X  и  r  >  0  множество 
B x r y d x y r( , ) { ( , ) }  :   = <  называется шаром. Предпо-
лагается, что конечная мера m определена на s-ал-
гебре подмножеств пространства X, содержащего 
все шары. Мы также всюду будем предполагать, что 

0 < <mB x r( , )  ¥   и m{ }x = 0  для всех x ∈ X и r > 0. 
Если мера m удовлетворяет условию удвоения

  m mB x r c B x r( , ) ( , ),   2 ≤

где  постоянная  c  не  зависит  от  x  ∈  X  и  r  >  0, 
то (X, d, m) называется пространством однородного 
типа.

Для 1 ≤ <r ¥ через L Xr ( , ) m  будем обозначать 
лебегово пространство, заданное на X. Пусть w —  
весовая функция (т.е. положительная почти всюду 
в смысле меры m, локально интегрируемая на X). 

Через  L Xw
r ( , ) m   обозначим  множество  всех  тех 

F R X:  1 → , для которых || || || ||/F Fw
L

r
Lw

r r= < +1 ¥.

По определению весовая функция w, определён-
ная на пространстве X, принадлежит классу Ar(X) 
(1 < r < ∞), если
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,
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где точная верхняя грань берётся по всем шарам B 
в X.

В дальнейшем будем предполагать, что mX < ∞, 
1 < p < ∞. Пусть положительная измеримая функция 
j на интервале (0, p - 1) такова, что она не убывает, 
ограничена и  lim ( ) .

x
x

→ +
=

0
0j

Обобщённое весовое гранд-пространство Лебега 

Lw
p),j  определяется как множество тех F X R:  → 1,  

для которых конечна норма
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Пространство Lw
p),j является банаховым функцио-

нальным пространством, нерефлексивным, несепа-
рабельным и неинвариантным относительно пере-
становки при w x( ) ≡ 1.

Теперь введём гранд-пространства Лебега со сме-
шанной нормой. Пусть (Xi, di, mi), i = 1, 2, —  одно-
родные пространства, для которых Xi ограничено 
и mi iX < +¥ ,  i  =  1,  2.  Предположим: 1 < <pi ¥,  
wi —  весовые функции, заданные на Xi, и функ- 
ции ji удовлетворяют тем условиям, что и функ- 

ция j в определении пространства Lw
p),j. Обобщён-

ным весовым гранд-пространством L Lw
p

w
p

1
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2

2 2), ),( )j j  

со смешанной нормой будем называть множество 

функций  f X X R:  1 2
1× → ,   для  которых  конечна 

норма
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Пространство L Lw
p

w
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2 2), ),( )j j  является также банахо-

вым функциональным пространством.

При w A Xi p ii
∈ ( ), i = 1, 2, имеют место непрерыв-

ные вложения
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где L Lw
r s
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2 2( ) обозначает пространство Лебега со сме-

шанной нормой.

Определим сильную максимальную функцию на 
X X1 2×  с произведением мер m1 и m2:

 M f x y
B B

f t s ds

x B
y B

B B
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Справедлива

Те о р е м а   1. Пусть 1 < <pi ¥,  i = 1, 2. Тогда 

оператор M(s) ограничен в пространстве L Lw
p

w
p

1
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тогда и только тогда, когда w Ai pi
∈ , i = 1, 2.

Пусть ki (i = 1, 2) —  ядра Кальдерона—Зигмунда, 
определённые соответственно на Xi (относительно 
определения ядер Кальдерона—Зигмунда, см. [13, 
с. 503]).

Положим
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∫

есть кратный сингуларный интеграл Кальдерона—
Зигмунда.

Те о р е м а   2. Пусть 1 1< p ,  p2 < ¥, w A Xi p ii
∈ ( ), 

i = 1, 2. Тогда оператор K ограничен в пространстве 

L Lw
p

w
p

1
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2 2), ),( )j j .

Те о р е м а   3. Пусть 1 < pi < ¥, i = 1, 2. Положим 
Q Q1 2×  — произведения двух параллелепипедов, 

Q m
1 ⊂ � , Q n

2 ⊂ � , грани которых параллельны коор-
динатным плоскостям. Тогда для ограниченности 
преобразования Рисса
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и достаточно, чтобы w Ak pk
∈ , k = 1, 2.

Пусть 2p-периодическая относительно каждой 

переменной функция f задана на торе T T T2 = × ,  

где T является окружностью { [ , ]}.eij j p:   ∈ 0 2   Поло-
жим, что для неё почти всюду существует сопряжён-
ная функция

 �f x y f x s x s
s

ds dsi
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Справедлива

Те о р е м а   4. Пусть 1 < pi < ¥, i = 1, 2. Оператор 

f f→ �  ограничен в L Lw
p

w
p

1

1 1

2

2 2 2), ),( )( )j j T  тогда и толь- 

ко тогда, когда w Ai pi
∈ , i = 1, 2.
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In this paper the weighted grand Lebesgue spaces with mixed-norms are introduced and boundedness criteria in 
these spaces of strong maximal functions and Riesz transforms are presented.
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