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1.  Функционально-дифференциальные уравне-
ния с аффинными преобразованиями аргумента  
(т.е. с комбинациями сжатий/растяжений и сдвигов), 
обобщающие хорошо известное уравнение панто-
графа, находят применения в самых разных об-
ластях:  астрофизике  [1],  нелинейных  колеба-
ниях [12], биологии [8], теории чисел [11], теории 
вероятностей [7]. Они являются модельными в клас- 
се уравнений с неограниченным запаздыванием, 
а изучение их многомерных аналогов имеет суще-
ственное значение при построении общей теории 
эллиптических краевых задач для уравнений с бес-
конечной  неизометрической  группой  сдвигов. 
Функционально-дифференциальные уравнения 
с аффинными преобразованиями на прямой доста-
точно  подробно  изучались  начиная  с  1970-х  гг. 
в связи с вопросами существования ограниченных 
решений и асимптотического поведения решений 
на бесконечности (см., например, [2, 9, 10], к насто-
ящему времени опубликовано значительное число 
работ этих же авторов, а также ряда других матема-
тиков).

Краевая задача для функционально-дифферен-
циального уравнения, содержащего сжатие скаляр-
ного аргумента, впервые была рассмотрена в [3]. 
Современное состояние теории краевых задач для 
эллиптических функционально-дифференциальных 
уравнений отражено в [4, 6, 13, 14] —  здесь задачи 

изучались либо в присутствии только сдвигов (диф-
ференциально-разностные уравнения), либо в при-
сутствии только сжатий и растяжений. В настоящей 
работе  рассматривается  модельное  (функцио-
нальный оператор под знаком лапласиана) уравне-
ние, содержащее и сдвиг, и сжатие. Возникающие 
при  этом  трудности  связаны  с  тем,  что  сжатие 
и сдвиг являются некоммутирующими преобразо-
ваниями. Кроме того, наличие в уравнении одно-
временно сжатия и сдвига приводит к появлению 
бесконечного числа неподвижных точек для пре-
образований аргументов. Задача рассматривается 
в предположении, что все эти неподвижные точ- 
ки принадлежат замыканию рассматриваемой об-
ласти.

2.  Пусть  K  —   некоторый  компакт  в  Rn 

и n ∈( ( ))*C K  —  регулярная (комплексная) борелев-
ская мера, сосредоточенная на этом компакте. Для 
функций, заданных в Rn, рассмотрим операцию 
свёртки

  ( * )( ) ( ) ( ).u x u x h d h
K

n n= -∫

Для гладкой финитной функции u свёртка также 
будет  гладкой  финитной  функцией.  Переходя 
к образам Фурье, убеждаемся с использованием тео-
ремы Фубини, что 

  ( * )( ) ( ) ( ),u un ξ n ξ ξ� � �=  

где 

  �n ξ nξ( ) ( )= -∫ e d hih

K
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есть характеристическая функция меры n, равно-
мерно непрерывная и ограниченная на Rn. Таким 
образом, свёртка однозначно продолжается до огра-
ниченного линейного оператора в пространстве 

L n
2( )�  и пространствах Соболева H s n( ),�  s ∈�.

Зафиксировав число p > 1, обозначим Pu(x) = 

= -u p x( ).1  Под оператором с аффинным преобразо-
ванием аргумента мы будем понимать оператор

  Tu x P u x u p x h d h
K

( ) ( * )( ) ( ) ( ).= = --∫n n1   (1)

Оператор T можно записать по-другому, поменяв 
местами операции свёртки и сжатия:

 

Tu x u p x ph d h

u p x h dP h Pu P x
K

pK

( ) ( ( )) ( )

( ( )) ( ) ( * )( )

= - =

= - =

-

-

∫

∫

1

1

n

n n ..

Здесь Pn —  мера на pK, определяемая по формуле 

P B p Bn n( ) ( )= -1 .

Л е м м а   1. Спектральный радиус оператора T: 

L Ln n
2 2( ) ( )� �→  вычисляется по формуле

r n ξ n ξ n ξ
ξ

( ) lim sup ( ) ( )... ( )T p p p

p

n

m

m m

n

n
= =

=
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| |2 1 1 1

2

¥ �
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m m

n
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→ ∈

-

¥ ξ
n ξ n ξ n ξ

�
� � �| | /1 1

 
(2)

Доказательство следует из известной формулы 
спектрального радиуса [5, теорема 10.13] и того 
факта, что

  ( )( ) ( ) ( )... ( ) ( ).T u p p p p u pm mn m m� � � � �ξ n ξ n ξ n ξ ξ= 2

П р и м е р   1. Пусть 0 0≠ ∈h n� ,  K h h= -{ , },0 0  

a b, ,  ∈�   и  n d d= + + -a h h b h h( ) ( ),0 0   d  —   мера 
(дельта-функция)  Дирака.  В  этом  случае  рас-

сматривается  оператор  Tu x au p x h( ) ( )= + +-1 0  

+ -- bu p x h( ).1 0  По формуле (2) имеем

 
r k

k

( ) ( ) lim sup ( cos )

( cos )...(

T p a b t

pt

n

m t
= + + ×

× +
→ ∈

/ / |

 

2 2 2 1 2 1

1

¥ �

11 1 1 2+ -k cos ) ,p tm m| /

  k k= + ≤2 12 2ab a b/    | |( ), .

Случаи k > 0 и k < 0 различаются. Если k > 0 (a и b 
одного знака), то фигурирующая здесь верхняя грань 
достигается при t = 0, она одна и та же для всех m 

и равна ( ) .1 1 2+ k /  Так что спектральный радиус равен 

норме оператора T,  r( ) ( ).T p a bn= +/ | | | |2   Если же k < 0 
(a и b разных знаков), то ситуация начинает суще-
ственно зависеть от p. Пусть, к примеру, a = 1, b = -1. 
Можем записать

  r( ) lim sup sin sin ...sin .T p t pt p tn

m t

m m=
→ ∈

-2 2 1 1/ /| |
¥ �

Когда p есть нечётное целое число, 

  sin sin ...sin .
π π π
2 2 2

1
1















 =

-p pm

  

В этом случае мы вновь имеем стационарную по-
следовательность, и спектральный радиус равен 

2 2pn/  —  норме оператора T. Если же p = 2, то со- 
ответствующая последовательность уже не явля- 

ется  стационарной  и  r(T)  << 2 2pn/ .   Например, 

sup sin sin ,| | / /t t2 2 3 11 2 3 4= ⋅ <-  а sup sin sin sin| | /t t t2 4 1 3 
ещё меньше. Наконец отметим, что в рассмотренном 
примере величина r(T) не зависит от величины 
сдвига.

Будем рассматривать операторы, действующие 
на функции в ограниченной области W. Наложим 
на пару W, K ключевое условие

  p K- - ⊂1W W.  (3)

Оно позволяет также рассматривать T как ограни-
ченный оператор в L2(W) —  этот оператор является 
композицией оператора свёртки, действующего 

из L2(W) в L p2
1( ),- W  и оператора сжатия P из L p2

1( )- W  
в L2(W). То же относится и к случаю пространства 
Hs(W).

Л е м м а   2. Пусть выполнено геометрическое 
условие (3), а число a ∈� таково, что | | /a r< 1 ( ).T  

Тогда при всех s ≥ 0 оператор I T H Hs s+ →a :  ( ) ( )W W  
имеет ограниченный обратный. Если же для некото‑
рого положительного числа s выполнено более сильное 

условие | | /a r< 1 ( ( )),p Ts  то ограниченно обратимым 

будет и оператор I T H Hs s+ →- -a :  ( ) ( )W W .

Поскольку в условиях леммы оператор I + aT: 

L Ln n
2 2( ) ( )� �→  имеет ограниченный обратный 

( ) ( ) ,I T Tm m

m

+ = --

=
∑a a1

0

v v
¥

 доказательство сводит- 

ся к оценке нормы в Hs(Rn) члена ряда. После этого 
используется геометрическое условие (3) —  благо-
даря ему сужение функции Tmv на W однозначно 
определяется сужением функции v на W.

3.  В условиях предыдущего пункта рассмотрим 
краевую задачу

  - + = ∈∆ W( ( ) ( * )( )) ( ), ,u x P u x f x xa n       (4)

  u ∂ =W 0.  (5)

Считая  f L∈ 2( ),W  под обобщённым решением за-

дачи (4), (5) будем понимать функцию u H∈ 1
�

( ),W  
удовлетворяющую интегральному тождеству
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  (( ( * )) , ) ( , )( ) ( )u P u fx x L
j

n

Lj j
+ =

=
∑ a n    v v

2 2
1

W W   (6)

при любой функции v ∈ H 1� ( )W .

Те о р е м а   1. При выполнении условия (3) и нера‑
венства

| | | |/ /a n ξ n ξ n ξ
ξ

< 





-

→ ∈

- -
p p pn

m

m m

n

1 2 1 1lim sup ( ) ( )... ( )
¥ �

� � �
11
  (7)

задача (4), (5) имеет единственное обобщённое реше‑

ние u H∈ 1� ( )W  для любой функции  f L∈ 2( ).W  Если 

вдобавок  f H k∈ ( ),W  а ∂ ∈ +W C k 2 (k —  целое неотри‑

цательное), то u H k∈ +2( )W .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Хорошо известно, что опе-
ратор Лапласа действует как линейный гомеомор-

физм между пространством H 1� ( )W  и сопряжённым 

к нему пространством ( ( )) ( ).*H H1 1�
W W= -  Если пе-

реписать выражение в левой части уравнения (4) 
в виде 

  - + = - +- -( ( * )) ( ) ,∆ ∆ ∆u p P u I p T ua n a2 2  

где ∆ Wu H∈ -1( ), то становится понятно, что вопрос 
об однозначной разрешимости задачи (4), (5) сво-
дится к вопросу обратимости оператора 

  I p T H H+ →- - -a 2 1 1:  ( ) ( ).W W   

Неравенство (7) означает, что | | /a rp p T- <2 1 ( ( )). 
Тогда по лемме 2 данный оператор имеет ограни-
ченный обратный 

  ( ) ( ) ( ),I p T H H+ →- - - -a 2 1 1 1:  W W   

так  что  в  условиях  теоремы  исходная  задача  
эквивалентна  задаче  Дирихле  для  уравнения 

- = + - -∆u I p T f( ) .a 2 1  Утверждение теоремы следует 
теперь из известных свойств решений задачи Ди-
рихле для уравнения Пуассона и ограниченности 

оператора ( )I p T+ - -a 2 1 также в пространстве L2(W) 
и пространствах H k(W).

П р и м е р   2. Построен пример, показывающий, 
что при определённых значениях a (достаточно 
больших по модулю) задача вида (4), (5) может иметь 
бесконечно много обобщённых решений. Пусть 

W ⊂ �2 —  квадрат { , }- < <1 11 2x x   и h = (1, 1). Рас-
смотрим в W задачу Дирихле для уравнения

- + +



 - -

















=

∈

∆

W

u x u
x h

u
x h

f x

x

( ) ( ),

.

a
2 2   (8)

Здесь Tu x u
x h

u
x h

( ) ,= +



 - -



2 2

  условие (3) вы-

полнено (оператор представляет собой комбинацию 
сжатий  с  центрами  в  вершинах  квадрата  (1,  1) 
и (-1, -1)), а всё выражение под знаком лапласиана 
задаёт, очевидно, ограниченный оператор 

  I T H H+ →a :  1 1� �
( ) ( ).W W  

Можно убедиться, что уравнение u Tu w+ =a  

имеет для любой функции w H∈ 1� ( )W  бесконечно 

много решений u H∈ 1� ( )W  (линейное многообразие 
решений бесконечномерно), если | |a > 1. Тогда и кра-
евая задача (8), (5) для любой функции  f L∈ 2( )W  
будет иметь бесконечно много обобщённых реше-
ний. С другой стороны, теорема 1 гарантирует од-

нозначную разрешимость задачи (8), (5) при | |a ≤ 1

2
 

(и даже при | |
/

a ≤ 3

4

3 4

, оценку можно ещё улучшить, 

см. пример 1).

Построение  некоторых  решений  уравнения 
u Tu w+ =a  опирается на сведение к функциональ-
ному уравнению с одним оператором сжатия

  u x u x u
x h

11 11 11 2
( ) ( ) ,� + +



a

который при | |a > 1 является линейным гомеомор-

физмом H 1
11

�
( )W  на H 1

1

�
( )W  (см. [4, лемма 1.2]). Здесь 

W1 1 20 1= < <{ , },x x   W11 1 2
1

2
1= < <








x x,   .
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We study the Dirichlet problem for a functional differential equation containing shifted and contracted argument 
under the Laplacian sign. We establish conditions for the unique solvability and demonstrate also that the problem 
may have an infinite dimensional solution manifold.
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