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1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть 0 < p1, p2, s < ¥, u = {un}, v = {vn}, w = {wn}, 
n ∈ N —  фиксированные последовательности неот-
рицательных чисел, a = {an} и b = {bn} —  произволь-
ные последовательности неотрицательных чисел.

В работе изучается задача характеризации били-
нейного дискретного неравенства
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(1)

где константа C не зависит от a и b и полагается 
наименьшей из возможных.

Билинейные весовые неравенства на конусах 
неотрицательных функций изучались в работах 
[1–8].

Для изучения билинейных дискретных нера-
венств по аналогии с интегральными применяется 
редукционный метод, сводящий искомое неравен-
ство к линейным неравенствам Харди, критерии для 
которых представлены в работах [9–12, 13, § 1.4]. 
Исторический обзор развития дискретного нера-
венства Харди [14, теорема 326] представлен в [15].

Всюду в работе произведения вида 0 ⋅ ∞ полага-
ются равными нулю. Соотношение A B

�
<  означает 

A cB≤  с константой c, зависящей только от пара-
метров суммирования p1, p2 и s; A ≈ B равносильно 

A B A
� �
< < . Если 0 < p < ¥, p ≠ 1, то ′ =

−
p

p

p
: .

1

2. ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ  
БИЛИНЕЙНЫХ НЕРАВЕНСТВ ХАРДИ 

В ДИСКРЕТНОЙ ФОРМЕ

Область решения задачи разбивается на следу-
ющие зоны параметров суммирования p1, p2 и s:

I    1 1 2 1 21. min( , ) max( , ) ,< ≤ ≤ <p p p p s ¥

I    2 1 2 1 20 1. min( , ) max( , ) ,< ≤ < ≤ <p p p p s ¥

I    3 1 20 1. max( , ) min( , ) ,< ≤ <p p s ¥

II    1 1 2 1 21. min( , ) max( , ) ,< ≤ < <p p s p p ¥
II    

 
2 1 2

1 2

0 1 1. min( , ) min( , )
max( , ) ,
< ≤ ≤ <

< <
p p s

p p ¥

II    3 1 2 1 20 1. min( , ) max( , ) ,< ≤ < ≤p p s p p

III     1 1 2 1 20 1. min( , ), min( , ) ,< < >s p p p p

III    2 1 2 1 20 1. min( , ) max( , ) ,< < ≤ < <s p p p p ¥

IV    . min( , ) max( , ) .0 11 2 1 2< < ≤ ≤s p p p p

Те о р е м а  1. Пусть 0 < min(p1, p2) ≤ max(p1, p2) ≤ 
≤ s < ¥. Тогда неравенство (1) выполняется с наи-
лучшей константой C, если и только если Ai < ¥, при 
этом C ≈ Ai в зависимости от зоны Ii, i = 1, 2, 3.

I1. 1 1 2 1 2< ≤ ≤ <min( , ) max( , ) ,p p p p s  ¥  в этом 
случае
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I2. 0 11 2 1 2< ≤ < ≤ <min( , ) max( , ) ,p p p p s  ¥  то- 
гда:

a) 0 11 2< ≤ < ≤p p s,

УДК 517.51+517.98

ДИСКРЕТНЫЕ БИЛИНЕЙНЫЕ НЕРАВЕНСТВА ХАРДИ
П. Джейн1,*, член-корреспондент РАН В. Д. Степанов2,3,**, Г. Э. Шамбилова4,***

Поступило 16.08.2019 г.

Изучена задача характеризации билинейного неравенства Харди в дискретной форме.

Ключевые слова: дискретное неравенство Харди, билинейный оператор.

DOI: https://doi.org/10.31857/S0869-56524895445-448

1 Южный азиатский университет, Дели, Индия
2 Вычислительный центр Дальневосточного отделения 
Российской Академии наук, Хабаровск
3 Математический институт им. В.А. Стеклова  
Российской Академии наук, Москва
4 Московский физико-технический институт  
(национальный исследовательский университет), 
Долгопрудный Московской обл.
*E-mail: pankaj.jain@sau.ac.in
**E-mail: stepanov@mi-ras.ru
***E-mail: shambilova@mail.ru

ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК, 2019, том 489, № 5, с. 445–448

МАТЕМАТИКА



 A u w
n

i
i n

s

i
p

i

n p

k n
k2

1

1

1

1

1

2
2

: sup sup=











∈ =

− ′

=

′

≤ ≤

−

∑ ∑
�

¥

v

11

1p ;

б) 0 12 1< ≤ < ≤p p s,
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I3. 0 11 2< ≤ <max( , ) min( , ) ,p p s  ¥  здесь
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Те о р е м а  2. Для наилучшей константы C в нера-
венстве (1) выполнено соотношение C i≈  , i = 1, 2, 3, 
где:

II1. 1 < min(p1, p2) ≤ s < max(p1, p2) < ¥, 
1 1 1

r s pi i

= − , 

i = 1, 2, 

a) 1 1 2< ≤ <p s p ,
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б) 1 2 1< ≤ <p s p ,
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II2. 0 < min(p1, p2) ≤ s ≤ 1 < max(p1, p2) < ¥, 
1 1 1
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б) 0 12 1< ≤ ≤ <p s p ,
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II3. 0 < min(p1, p2) ≤ s < max(p1, p2) ≤ 1, 
1 1 1

r s pi i

: ,= −  

i = 1, 2,  

a) 0 11 2< ≤ < ≤p s p ,
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Те о р е м а  3. III1. Пусть 0 < s < min(p1, p2), 

min(p1, p2) > 1, 
1 1 1

r s pi i

: ,= −  i = 1, 2. Тогда для наи-

лучшей константы C в неравенстве (1) выполнено 
соотношение C B B≈ +1 2  в случае a) и C ≈ +B B1 2  
в случае б), где:

a) 0 11 2 1< < < < >s p p p¥, ,   
1 1 1

1 2s p p
≤ + ,
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Те о р е м а  4. III2. Пусть 0 < s < min(p1, p2) ≤ 1 < 

< max(p1, p2), 
1 1 1

r s pi i

= − , i = 1, 2. Тогда для наилучшей 

константы C в неравенстве (1) выполнено соотноше-
ние C ≈ + 1 2  в случае a) и C ≈ +B B1 2  в слу- 
чае б), где:
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Те о р е м а  5. IV. Пусть 0 < s < min(p1, p2) ≤ 
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DISCRETE BILINEAR HARDY INEQUALITIES
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The problem of characterization of bilinear inequality in discrete form is solved.
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