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В работе предлагается расширение подходов градиентных теорий деформируемых сред, которое заклю-
чается в использовании фундаментального свойства решений градиентной теории упругости —  свойства 
сглаживания сингулярных решений классической теории упругости, перевода их в класс регулярных 
не только для проблем микромеханики, где масштабный параметр оказывается порядка характерного 
размера микроструктуры материала, а для условно “макромеханических” проблем. В этих задачах мас-
штабный параметр, как правило, может быть найден в результате макроэкспериментов либо численных 
экспериментов и не является чрезвычайно малым характерным параметром материала. Установлено 
путём привлечения численного трёхмерного моделирования, что даже градиентные одномерные реше-
ния позволяют уточнить характер распределения напряжений в зонах закрепления и приложения на-
грузки. Показано, что дополнительные масштабные параметры градиентной теории отражают специ-
фические краевые эффекты и могут быть связаны с характерными конструкционными геометрическими 
параметрами и условиями нагружения, определяющими особенности классического решения.
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МЕХАНИКА

ВВЕДЕНИЕ

Градиентная теория упругости, которая, пожалуй, 
впервые была предложена в работе Р. Миндлина [1], 
традиционно применяется для описания некласси-
ческих масштабных эффектов, которые характерны 
микрообъектам, тонким структурам, наноструктури-
рованным композитам [2]. Однако в последние годы 
были получены результаты, из которых становится 
очевидным, что градиентная теория упругости может 
применяться и для уточнённого описания напряжён-
ного состояния макроскопических тел, в которых 
решения классической теории упругости содержат 
сингулярные или негладкие решения. Такие решения 
для тел с трещинами были рассмотрены, например, 
в работе [3], для контактных задач —  в [4]. Численные 
решения для тел с негладкой геометрией рассматри-
вались в [5, 6]. В этих задачах аналитические решения 
классической теории упругости содержат сингуляр-
ности, а результаты численного моделирования ока-
зываются зависящими от размера конечно-элемент-
ной сетки. Градиентная теория упругости позволяет 

получать решения, в которых напряжения и дефор-
мации оказываются всюду конечными, что позволяет, 
например, использовать критерии прочности для 
оценки несущей способности тел с трещинами [7].

В настоящей работе показывается, что использо-
вание градиентной теории упругости даже для одно-
мерных задач позволяет получить уточнённые оценки 
для напряжений. Выбор в качестве объекта исследо-
ваний одномерных задач для стержней обоснован 
тем, что такого рода задачи являются достаточно 
простыми и для них можно получить аналитические 
градиентные решения. Не менее важным является 
также то, что одномерные задачи важны для прило-
жений, ибо они являются основой для проведения 
стандартных экспериментальных исследований. Тем 
более неожиданной является возможность уточнения 
классических решений вследствие учёта градиентных 
эффектов, которым в данных задачах удаётся дать 
чёткую физическую трактовку. Приведённые в сооб-
щении результаты получены на основе корректных 
градиентных моделей стержней, широко обсуждае-
мых в последнее время [8–10].

ГРАДИЕНТНЫЕ МОДЕЛИ  
СТЕРЖНЕЙ БЕРНУЛЛИ—ЭЙЛЕРА

Градиентные теории изгиба тонких балок 
и пластин, построенные с использованием кинема-
тических гипотез Бернулли—Эйлера, получили чрез-
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вычайно широкую известность в последнее десяти-
летие (см. обзор, например, в [11]). Это связано 
не только с большим числом приложений, но также 
с тем, что формальное построение моделей дефор-
мирования подобных структур с использованием 
вариационных подходов выявило первоначально 
новое проявление масштабных эффектов, когда 
кажущаяся изгибная жёсткость оказалась зависимой 
от масштабных параметров градиентной теории. 
В связи с этим даже возникло определение —  мас-
штабозависимые (size-dependent) модели стержней. 
Для построения подобных моделей использовалась 
градиентная теория упругости [1], которая пол-
ностью характеризуется плотностью энергии дефор-
маций:

 w C Aij ijk ijkl ij kl ijklmn ijk lmn( , )e κ e e κ κ = + ,

где Cijkl и Аijklmn — соответственно тензор модулей 
классической теории упругости и тензор шестого 

ранга градиентных модулей, eij
i j j iu u

=
+, ,

2
 —  тензор 

малых деформаций упругого тела, ui(xi) —  вектор 
перемещений точки тела с координатами xi; 
kijk = eij,k —  тензор градиентов деформаций. Опреде-
ляющие соотношения для тензора напряжений 
Коши sij и тензора градиентных напряжений mijk 
определяются формулами Грина
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e

e λθd meij
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w
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 m κijk ijklmn lmnA= .

Математическая постановка градиентной теории 
упругости в общем случае полностью определяется 
вариационным принципом Лагранжа dL = dA - 
- dW = 0, где W wdV= ∫  —  полная энергия дефор-

маций и A f R dV t u q u n dSi i i i i i j j= + +∫ ∫∫d d( ( )),  —  ра-

бота внешних сил fi, ti и qi, заданных в объёме тела V 
и на его поверхности S с внешней нормалью nj. 
На основе вариационного подхода может быть по-
лучена следующая вариационная формулировка 
градиентной теории упругости [1, 2]:
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Обратим внимание, что уравнения равновесия 
и граничные условия, следующие из (1), записыва-
ются относительно так называемых полных напря-
жений s mij ijk k- , , а не напряжений Коши sij. В част-
ности, если на части границы тела внешняя нагрузка 

отсутствует, то напряжения Коши sij не равны нулю 
(нулю оказываются равны только выражения вида

 ( ) ( ) ( ), , ,s m m mij ijk k j ijk k j ijk k p p jn n n n n- - + ,

которые, по сути, являются определением вектора 
напряжений на поверхности тела в градиентной 
теории).

Градиентные модели стержней строятся на основе 
кинематических гипотез, соответствующих кине-
матике стержней Бернулли:

 u u x zw x1 = - ′( ) ( ), u2 0= , u w x3 = ( ).

Следовательно, можно записать ненулевые ком-
поненты тензора деформаций и тензора градиентов 
деформаций:

 e11 = ′ - ′′u zw , κ111 = -′′ ′′′u zw ,

 κ113 = - ′′w , κ311 = ′′w . 
(2)

Для корректной градиентной теории стерж- 
ней [11] вариационная модель градиентной упру-
гости (1) приводит с учётом кинематических соот-
ношений (2) к следующей вариационной поста-
новке:
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где L —  длина балки, N x EAu x( ) ( )= ′  —  классические 
нормальные напряжения, действующие в балке, 

N x l EAu xh( ) ( )= ′′2  —  продольные градиентные уси-
лия, N х N хh( ) ( )- ′  —  так называемые полные уси-
лия, для которых в градиентной упругости выпол-
няются уравнения равновесия, M x EIw x( ) ( )= - ′′  

и Mh(x) = - ′′′l EIw x2 ( ) —  классический и градиент-
ный изгибающие моменты, действующие в сече-
ниях балки, А = bh —  площадь прямоугольного 
поперечного сечения балки толщиной h и шириной 
b, Е —  модуль Юнга материала, l —  масштабный 
параметр модели, определяемый по результатам 
испытаний, f, F, Fh —  заданные распределённые 
и сосредоточенные классические и градиентные 
нагрузки, действующие в продольном направлении, 
p —  распределённая поперечная нагрузка, P, M0, 
Mh0 —  заданные поперечные сосредоточенные уси-
лия, изгибающий момент и градиентный момент 
соответственно.
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Отметим, что в градиентной теории упругости (3) 
число краевых условий больше, чем в классической 
теории, что позволяет более детально описать ре-
альные условия закрепления. Статические “класси-
ческие” граничные условия, стоящие в вариацион-
ном равенстве (3) при вариации перемещений, 
в случае рассматриваемой одномерной задачи  
для стержней формулируются на полные усилия 
N х N хh( ) ( )- ′  так же, как и уравнение равновесия. 
Таким образом, в градиентной теории стержней ста-
тическая краевая задача в градиентной упругости 
полностью эквивалентна классической постановке, 
будучи сформулированной для полных усилий.

В качестве примера рассмотрим две частные за-
дачи: одноосное растяжение и трёхточечный изгиб 
стержня (рис. 1). В стандартных испытаниях, соот-
ветствующих этим задачам, образцы материала за-
жимаются в захватах (при растяжении) и распола-
гаются на опорах (при изгибе). Условия контакта 
балки с захватами и опорами в классических балоч-
ных теориях ограничиваются заданием перемещений 
и усилий в граничных точках. В градиентной теории 
возможно дополнительно уточнить характер закреп-
ления/нагружения балки.

В задаче о растяжении (рис. 1а) в соответствии 
c постановкой (3) рассмотрим граничные условия 
вида u(0) = 0, ′ =u ( ) ,0 0  N L N L Fh( ) ( ) ,- ′ =  ′ =u L( ) .0  
Эти условия соответствуют запрещению перемеще-
ний одного конца балки (х = 0), нагружению силой 
на противоположном конце (х = L) и запрещению 
продольных деформаций балки e11 = ′u  на обоих 
концах (т.е. в точках закрепления х = 0 и х = L ис-
пользуем дополнительные граничные условия гра-
диентной теории, которые могут формулироваться 
и относительно деформаций согласно (3)). Заметим, 
что последнее ограничение, как правило, реализу-

ется в стандартных испытаниях на растяжение. При 
этом противоречия со статическими условиями на-
гружения стержня растягиваемыми усилиями не 
возникают, так как эти условия формулируются 
в градиентной модели на полные напряжения 
N х N хh( ) ( ).- ′

Решение сформулированной задачи в градиент-
ной теории находится аналитически. Распределение 
продольного усилия, соответствующего напряже-
ниям Коши, по длине стержня определяется выра-
жением

 N x F
L x

L
( )

ch( )
ch

= - -



1 , (4)

где L
L

l
=

2
 и x

x

l
=  и учтено, что погонная нагрузка f 

отсутствует.

Для случая трёхточечного изгиба (рис. 1б) удобно 
решать задачу для половины балки с учётом сим-
метрии и использовать граничные условия вида 

 w( ) ,0 0=  M Mh( ) ( ) ,0 0 0- ′ =  Mh( ) ,0 0=  

 ′ 

 - ′′


 = -M

L
M

L P
h2 2 2

,  ′ 

 =w

L

2
0, 

 M
L

h 2
0





 = .

В этих граничных условиях задаётся отсутствие 
прогиба, обобщённого момента и градиентного мо-
мента на свободном конце балки. В центре балки 
задаются перерезывающее усилие, отсутствие углов 
поворота и отсутствие градиентного момента. Ре-
шение задачи (2), (3) с указанными граничными 
условиями в градиентной упругости также легко 
находится аналитически. Для изгибающего момента 

u = 0

ε = 0 ε = 0

N − N ′h = F

p

p p

p

u1 = 0

u1 = 0

F/2

F/2

w = 0 w = 0
P

P

M = 0, Mh = 0 M = 0, Mh = 0

u2 = 0 u2 = 0

(а) (б)

Рис. 1. Задача об одноосном растяжении (а) и трёхточечном изгибе (б) балки: градиентная балочная модель и соот-
ветствующая классическая конечно-элементная модель.
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и перерезывающей силы на рассматриваемом 

участке балки x
L∈ 





0
2

,   получаем

 M x
P

x l
L x

L
( )

sh( )
ch

= - + -



2

�
� ,

 Q x M x
P L x

L
( ) ( )

ch( )
ch

= ′ = - - -



2

1
�
� , 

(5)

где �L
L

l
=

4
 и учтено отсутствие распределённой по-

перечной нагрузки.

Отметим, что в пределе при l → 0 решения (4), 
(5) совпадают с классическими решениями N x F( ) ,=  

M x
Px

( ) ,= -
2

 Q x
P

( ) .= -
2

 Для ненулевых значений 

масштабного параметра l вблизи концов балки воз-
никают экспоненциально затухающие составляющие 
решения, определяемые уточнённым описанием 
расширенного спектра краевых условий на концах 
стержня. Их можно трактовать как дополнительные 
краевые эффекты, протяжённость которых связана 
с параметром l.

Сопоставим решения (4), (5) с трёхмерным ре-
шением, полученным численно. Так как рассмо-
тренная модель построена на основе классических 
гипотез Бернулли–Эйлера, то распределение на-
пряжений по толщине балки в ней остаётся класси-
ческим, а градиентные эффекты дают уточнение 
решения только в направлении оси стержня [8–10]. 
Это упрощает анализ. Нормальные напряжения 
в задаче о растяжении стержня определяются от- 

ношением s sx
N

A
= =11 .  Касательные напряже- 

ния в задаче изгиба определяются по формуле 

τ sxz
kQ

A
= =13 , где k = 3

2
 —  поправочный коэффи-

циент для определения максимальных касательных 
напряжений, действующих на нейтральной оси 
балки.

СРАВНЕНИЕ ГРАДИЕНТНЫХ  
РЕШЕНИЙ С КЛАССИЧЕСКИМИ 
ТРЁХМЕРНЫМИ РЕШЕНИЯМИ

Сопоставим решения градиентной теории 
стержней с результатами конечно-элементного (КЭ) 
моделирования, реализованного в трёхмерной по-
становке. В численном моделировании учитывалось, 
что при растяжении балка зажимается в захватах 
(рис. 1а), длина которых d задавалась различной. 
Радиус скругления захватов составлял 5 мм для 
исключения сингулярности напряжений в решении 
контактной задачи. Захваты сжимают образец с по-

перечным усилием, величина которого составляла 
1000 Н. В задаче изгиба образец располагался на опо-
рах цилиндрической формы, диаметр которых со-
ставлял d и также варьировался. Материал балки —  
алюминий, материал захватов и опор —  сталь. В ко-
нечно-элементном моделировании строилось ре-
шение контактной задачи с учётом трения (коэф-
фициент трения 0,2), реализующегося между 
захватами/опорами и образцом.

На рис. 2 показано сопоставление балочного гра-
диентного решения и численного моделирования. 
Для задачи растяжения (рис. 2а) показано распре-
деление продольных нормальных напряжений, опре-
делённых на оси стержня вблизи закреплённого 
конца. Показаны значения напряжений, найденных 
в градиентной балочной модели и трёхмерном клас-
сическом конечно-элементном (КЭ) решении, нор-
мированных на величину напряжений, определя-

емых “по сопромату”: s0 = F

A
. В численном трёх-

мерном решении под захватами реализуется слож-
нонапряжённое состояние и распределение напря-
жений может значительно изменяться в зависимости 
от параметров модели (длина захватов, толщина 
балки, давление обжатия и т.д.), поэтому на рис. 2а 
показано распределение напряжений, которое реа-
лизуется вне захватов. Характер изменения напря-
жений в трёхмерном решении фактически опреде-
ляется принципом Сен-Венана, в соответствии 
с которым все локальные эффекты от самоуравно-
вешенной нагрузки экспоненциально затухают 
и на удалении от закрепления образца характер на-
пряжённого состояния определяется только равно-
действующей усилий. Как видно из приведённого 
сравнения (рис. 2а), поведение классического трёх-
мерного решения на оси стержня в зоне влияния 
локальных эффектов можно оценить, используя 
градиентное балочное решение. В отличие от клас-
сической балочной теории, которая даёт постоянное 
значение напряжений по всей длине балки, в гра-
диентном решении напряжения, определяемые 
на оси стержня, вблизи торца затухают до нуля в со-
ответствии с заданными граничными условиями. 
В трёхмерном решении аналогичный эффект соот-
ветствует тому, что вся нагрузка передаётся на обра-
зец через касательные напряжения, возникающие 
на границе контакта захватов и образца, а однород-
ные нормальные продольные напряжения возни-
кают только на некотором удалении от захватов. При 
этом полное напряжение, входящее в уравне- 
ние равновесия (3), полностью соответствует реше-
нию классической упругости, т.е. выполняется 
N N Fh- ′ ≡ . Скорость выхода напряжений на одно-
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родное состояние определяется в трёхмерном клас-
сическом решении принципом Сен-Венана и зави-
сит от коэффициента Пуассона материала балки 
и геометрии образца и захватов. В градиентной мо-
дели стержня эта изменяемость определяется мас-
штабным параметром. Значение масштабного па-
раметра предлагается подбирать, обеспечивая наи-
лучшую согласованность трёхмерного и балочного 
решений. Как видно из рис. 2а, значение масштаб-
ного параметра определяется соотношением тол-
щины балки и длины захватов d, увеличение кото-
рого приводит практически к пропорциональному 

увеличению отношения 
l

d
. Отметим, что это пол-

ностью соответствует результатам, полученным в ра-
боте [4] в задаче о штампе с использованием гради-
ентной теории упругости.

Корреляция между геометрическими парамет-
рами трёхмерной модели и масштабным параметром 
градиентной балочной теории также видна для слу-
чая изгиба на рис. 2б. Здесь показано распределение 
касательных напряжений по длине балки на её ней-
тральной оси. Классическое балочное решение по-
казано пунктиром: слева и справа от приложенной 
нагрузки реализуется постоянное значение перере-
зывающего усилия и соответственно касательных 

напряжений τ0
3

4
= ± P

bh
. Под приложенной сосредо-

точенной нагрузкой в классическом балочном ре-

шении реализуется скачок касательных напряжений. 
В трёхмерном классическом решении контактной 
задачи имеет место гладкое изменение напряжений. 
Такой же характер распределения напряжений реа-
лизуются в градиентной балочной модели. При этом 
сглаженный характер распределения напряжений 
и скорость их выхода на постоянное значение со-
гласуются с трёхмерным решением при правильном 
выборе масштабного параметра. Показанные реше-
ния на рис. 2б получены для достаточно коротких 

балок 
L

d
=



4, , 10  для оценки прогибов которых, 

вообще говоря, необходимо привлекать теории бо-
лее высокого порядка, например, модели балки типа 
Тимошенко. Однако решение для касательных на-
пряжений для рассмотренной статически опреде-
лимой задачи будет совпадать в моделях Бернулли–
Эйлера и Тимошенко как в классической теории 
упругости, так и в градиентной.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Показано, что градиентные модели позволяют 
получить уточнённую оценку для распределения 
напряжений вблизи зон закрепления и приложения 
нагрузки. В классических решениях балочных 
теорий в таких задачах реализуются негладкие ре-
шения со скачками в зоне действия сосредоточенных 
нагрузок и реакций опор. В градиентной теории 
стержней эти решения уточняются и оказываются 
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Рис. 2. Сопоставление градиентного балочного решения для напряжений Коши (линии) и классического трёхмерного 
моделирования (точки) в задаче о растяжении (а) и в задаче о трёхточечном изгибе балки (б). Классические балочные 
решения (l = 0) показаны пунктиром.
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сглаженными как для результирующих усилий и мо-
ментов, так и для напряжений, деформаций и пере-
мещений. Выбором масштабного параметра гради-
ентной модели удаётся получить согласованность 
градиентных решений, полученных в одномерном 
приближении, с трёхмерным классическим реше-
нием, найденным численно.

Очевидно, с другой стороны, что сравнения 
с трёхмерным решением могут быть полезными 
и для анализа допущений, которые делаются при 
построении прикладных градиентных теорий [11].

Следовательно, установлено, что масштабные 
эффекты, описываемые градиентной теорией, могут 
быть следствием не только микроструктурных ха-
рактеристик материала. Они могут зависеть и от ха-
рактеристик, определяющих условия нагружения 
и особенности конструктивного оформления закре-
плений, причём значения масштабных параметров 
зависят от этих характеристик. Полученный резуль-
тат может быть полезен в прикладном отношении, 
если рассматривать градиентные модели как способ 
уточнения характера напряжённо-деформирован-
ного состояния материалов вблизи концентраторов 
и сосредоточенных нагрузок.

Авторы заявляют, что у них нет конфликта инте-
ресов.
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The paper proposes an extension of the approaches of gradient elasticity of deformable media, which consists in 
using the fundamental property of solutions of the gradient theory —  the smoothing of singular solutions of the 
classical theory of elasticity, converting them into a regular class not only for the problems of micromechanics, 
where the length scale parameter is of the order of the material‘s characteristic size, but for “macromechanical” 
problems. In these problems, the length scale parameter, as a rule, can be found from the macro-experiments or 
numerical experiments and does note have an extremely small values. It is shown, by attracting numerical three-
dimensional modeling, that even one-dimensional gradient solutions make it possible to clarify the stress distribu-
tion in the constrained zones of the body and in the area of the loads application. It is shown that additional length 
scale parameters of the gradient theory are related with specific boundary effects and can be associated with 
structural geometric parameters and loading conditions that determine the features of the classical three-dimen-
sional solution.

Keywords: second gradient elasticity, Bernoulli–Euler beam, stress state, support conditions, local effects.


