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1.  Исследованию задач управления посвящено 
большое количество работ. Однако в то время как 
управление для линейных систем более или менее 
изучено, управление для нелинейных систем оста-
ётся серьёзной задачей. Теорию управления (опти-
мального управления) для нелинейных систем ги-
дродинамики исследовали J.-L. Lions [1], H. Choi, 
R. Temam, P. Moin, J. Kim [2], M. Gunzburger, L. Hou 
и T. Svobodny [3], A. B. Фурсиков [4] и др. (подроб-
ный обзор результатов, связанных с задачами управ-
ления для систем гидродинамики, приведён в [2]). 
В монографии [5] и целом ряде других работ при 
исследовании различных аспектов теории управля-
емых систем с обратной связью (т. е. ситуации, когда 
внешняя сила, которая и является управлением, 
зависит от скорости движения среды) классическое 
понятие обратной связи используется в расширен-
ном смысле: отображение обратной связи понима-
ется многозначным, ставящим в соответствие со-
стоянию системы целое множество допустимых 
управлений. Этот подход позволяет эффективно 
использовать для описания управляемых систем 
теорию дифференциальных включений и теорию 
степени многозначных отображений для исследо-
вания разрешимости этих включений.

Такой подход позволил исследовать задачи управ-
ления ряда моделей движения неньютоновых сред 

(суспензий, водных растворов полимеров, различных 
сред с памятью [6–12]), которые в силу сложности 
этих  систем  ранее  были  недостаточно  изучены 
с точки зрения оптимального управления.

В данном сообщении доказывается существо-
вание оптимального управления задачи с обратной 
связью для движения среды Бингама с периодиче-
скими условиями по пространственным переменным 
в двумерном и трёхмерном случаях, т. е. на двумер-
ном и трёхмерном торе.

2.  Движение однородной несжимаемой среды 
с единичной плотностью описывается следующей 
системой уравнений:
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Здесь v(x, t), p(x, t), s(x, t), f(x, t) —  вектор скорости 
частицы жидкости, давление, девиатор тензора на-
пряжений и плотность внешних сил (в нашем случае 
это ещё и управление) соответственно в точке x в мо-
мент времени t.

Система уравнений, описывающая движение 
конкретной среды, получается добавлением к об-
щему  уравнению  реологического  соотношения 
между девиатором тензора напряжений s и тензором 

скоростей деформаций ( ) ( ( ) ).v v v= ∇ + ∇1

2
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Для жидкости Бингама реологическое соотно-
шение имеет вид
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где m, t* —  некоторые положительные константы. Эта 
модель применяется для описания движения вязко-
пластичных сред, например различных гелей, суспен-
зий, красок, и достаточно подробно исследована 
с точки зрения разрешимости (см. [13, 14] и имею-
щуюся там библиографию) начально-краевых задач.

Для системы уравнений (1)–(3) рассмотрим на-
чальную задачу с начальным условием

  v( ) .0 = a   (4)

Нас будет интересовать вопрос о существовании 
оптимального решения задачи управления с обрат-
ной связью для рассматриваемой задачи Коши в слу-
чае периодических условий по пространственным 
переменным, т. е. рассматривается задача Коши 
на торе (двумерном или трёхмерном). А именно мы 
предполагаем, что внешние силы (управление) при-
надлежат образу некоторого многозначного отоб-
ражения (коротко —  мультиотображения), которое 
зависит от скорости движения жидкости:

  f ∈ Y( ).v   (5)

Введём используемые в работе обозначения. 
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значим пространство периодических вектор-функ-
ций со значениями в Rn и с периодами li. Введём 
множество
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Через V 1, V 2, V 0 обозначим замыкание множества 

F по нормам W n
2
1( ) ,Ω  W n

2
2( )Ω  и ( ( ))L n

2 Ω  соответ-
ственно. Через ( , )⋅ ⋅  мы будем обозначать скалярное 

произведение в ( ( )) .L n
2 Ω  Через V -1 обозначим со-

пряжённое к V 1 пространство. Обозначим через 

D A V( ) = 2   и  рассмотрим  на  D(A)  оператор  A:
Au P u= - ∆ , u D A∈ ( ), где P —  проектор, определя-
емый разложением Гельмгольца—Вейля на торе. 
Подробное определение пространств, а также их 
свойства можно найти в [15].

Для двух матриц A aij= ( ), B bij= ( ) обозначим 
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Введём  в  рассмотрение  ещё  одно  функцио-
нальное пространство. При n = 2 положим
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а при n = 3 будем полагать, что
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В работе нами рассматривается задача (1)–(5) 
с периодическим условием по пространственной 
переменной, которую в дальнейшем будем называть 
периодической (по пространственной переменной) 
задачей управления с обратной связью для модели 
Бингама.

В качестве функции управления рассмотрим мно-

гозначное отображение Y:     W L T V 2
00( , ; ).  Будем 

предполагать, что Y удовлетворяет следующим усло-
виям:

(Y1)  отображение Y определено на W и имеет 
непустые, компактные, выпуклые значения;

(Y2)  отображение Y полунепрерывно сверху  
(т.е. для каждого v ∈W  и открытого множества 

V L T V⊂ 2
00( , ; )     такого, что Y( ) ,v ⊂ V  существует 

окрестность U ( )v  такая, что Y( ( ))U Vv ⊂ ) и ком-
пактно  (т.е.  образ  Y  относительно  компактен 

в L T V2
00( , ; ))    ;

(Y3)  отображение Y глобально ограничено, т.е. 
существует константа M > 0 такая, что

 || || || || :  Y Y( ) : sup{ ( )}
( , ; ) ( , ; )

v v
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2
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для всех v ∈W ;
(Y4)  Y слабо замкнуто в следующем смысле: если 

{ } ,vl l W= ⊂1
¥   v vl ⇀ 0,  ul l∈ Y( )v  и u ul → 0 в L2(0, T; 

V 0), то u0 0∈ Y( ).v

Пусть a V∈ 1. Дадим определение слабого реше-
ния рассматриваемой задачи.

О п р е д е л е н и е   1 . С л а б ы м   р е ш е н и е м  пе-
риодической задачи управления с обратной связью 
для  модели  Бингама  (1)–(5)  назовём  тройку 

функций ( , ( ( )) , ( , ; )),v ∈ ∈ ∈W L Q f L T VT
n       s 2 2

02

0  

которая для всех ϕ ∈V 1 и для почти всех t T∈( , )0    
удовлетворяет тождеству
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реологическому соотношению (3), условию обрат-
ной связи (5) и начальному условию v( ) .0 = a

Имеет место следующая теорема о существовании 
решения рассматриваемой задачи.

Те о р е м а   1. Предположим, что n = 2, 3 и a V∈ 1. 
Тогда периодическая задача управления с обратной 
связью для модели Бингама (1)–(5) имеет хотя бы одно 
слабое решение ( , , ).v    s f

Обозначим через Σ ⊂ × ×W L QT
n( ( ))2

2

 L2(0, T; V 0) 
множество всех слабых решений периодической 
задачи управления с обратной связью для модели 
Бингама (1)–(5). Рассмотрим произвольный функ-
ционал качества F Σ:  → �, удовлетворяющий сле-
дующим условиям:

(F1)  существует число g такое, что F( , , )v    s gf ≥  
для всех ( , , ) ;v    s f ∈ Σ

(F2)  если v vm ⇀ *   в  W,  s sm ⇀ *   в ( ( ))L QT
n

2

2

 

и  f fm → * в L T V2
00( , ; ),     то F F( , , ) lim ( ,* * *v v   s f

m
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→¥
 

sm, fm).

Вторым результатом работы является следующая

Те о р е м а   2. Предположим, что n = 2, 3. Если 
отображение Y удовлетворяет условиям (Y1)–(Y4), 
а функционал F удовлетворяет условиям (F1) и (F2), 
тогда периодическая задача управления с обратной 
связью для модели Бингама (1)–(5) имеет хотя бы одно 
слабое решение ( , , )* * *v    s f  такое, что

  F F
Σ

( , , ) inf ( , , ).* * *
( , , )

v v
v

       s s
s

f f
f

=
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We study the optimal feedback control problem for the motion of Bingham media with periodic boundary conditions 
in two- and three-dimensional cases. First, the considered problem is interpreted as an operator inclusion with a 
multivalued right-hand side. Then, the approximation-topological approach to hydrodynamic problems and the 
degree theory for a class of multivalued maps are used to prove the existence of solutions of this inclusion. Finally, 
we prove that, among the solutions of the considered problem, there exists one minimizing the given cost functional.

Keywords: optimal feedback control, Bingham model, weak solution, multivalued map, approximation-topolo-
gical approach.
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