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1.  Всюду в сообщении (B)-пространства счита-
ются вещественными и используются обозначения 
из [5, 8] и др. Пусть даны (B)-пространства U, E и их 
сопряжённые U*, E*. Задан линейный замкнутый 
оператор A D A E:  ( ) ,→  D A U( ) =  и его банахово со-

пряжённый  A D A U* * *( ) ,:  →   D A E( ) .* *⊂   Введём 
на  D(A)  норму  графика,  тогда  UA  есть  (B)-
пространство и оператор A рассматривается как 
ограниченный A U EA∈( , ).   Для A и A* рассмотрим 
уравнения первого рода как задачи управления и на-
блюдения.

З а д а ч а   у п р а в л е н и я. Для данного e E∈  найти 
u D A∈ ( ) из уравнения

  Au e= .  (1)

З а д а ч а   н а б л ю д е н и я. Для данного e D A* *( )∈  
получить обратное неравенство для уравнения

  A e u* * *,=   u U* *.∈   (1*)

Решение u D Ae ∈ ( ) задачи (1) при заданном e E∈  
называем точным управлением или просто управ-
лением, а через Ue обозначаем множество всех управ-
лений u U Ue e∈ ⊂ . Управление с минимальной нор-

мой называем оптимальным, т. е. u ue e
oopt ≡  —  опти-

мальное управление (1), если 

  || || : || ||u u u Ue
o

U e U e e= ∀ ∈inf{ }.

Задача (1*) называется непрерывно наблюдаемой 
(см. [8]), если выполняется обратное неравенство 

наблюдаемости,  т. е.  ∃ >m 0:  || |||| ||A e e
U E

* * *
* *≥ m  

∀ ∈e D A* *( ). Последнее неравенство равносильно 

выполнению двух равенств R A R A( ) ( ),* *=   N A( ) ;* = 0  
число m называется константой наблюдаемости. 

Если N A( ) ,* = 0  то задача (1*) называется наблюда-
емой.

Задача (1) называется плотно (или аппроксима-
тивно) управляемой, если R A E( ) = .

Сформулируем некоторые теоремы Банаха (см. 
[5, гл. 3, § 1; 3, гл. 7, § 5] для замкнутых операторов 
в терминах управления и наблюдения.

Те о р е м а   1 (Критерий управляемости). Суще-
ствование точного управления ue задачи (1) при любом 
e E R A E∈ ⇔ = ⇔( )  непрерывной наблюдаемости 

(1*) ⇔ || ||( ) { },( )*A U A Ee r�
− − −≤ ⇔ =1 1 1m   A U EA∈( , ), 

здесь U e ≠ f при e ≠ 0, U Ue ⊂ ; Ar
−1 —  правый обратный 

для A, а ( )*A �
−1 —  левый обратный оператор для A*.

Те о р е м а   1′  (Аппроксимативная  управля-
емость). Плотная (или аппроксимативная) управля-
емость (1), т. е. R A E( ) = ⇔ наблюдаемости (1*), т. е. 

N A( )* = 0.

2.  В данном пункте дополнительно предполага-
ется, что (B)-пространства рефлексивные и строго 

выпуклые, причём A U E∈( , ),   A E U* * *( , ).∈  

Те о р е м а   2. Пусть (B)-пространства U, U*, E, 
E* — рефлексивные и строго выпуклые. Критерий 
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управляемости (теорема 1) ⇔ существованию един-

ственного оптимального управления ue
o ≠ 0, при e ≠ 0; 

.u U Ue
o

e∈ ⊂

Обозначим через J U UU ∈ →( )*  нелинейное ду-
альное отображение (см. [1, 4, 8]). Введём главное 

отображение  [8]  L ∈ →( )*E E   по  правилу  L  =  

= AJ AU
*. Это отображение называем ещё оптималь-

ным отображением для задачи (1).

Рассмотрим нелинейное уравнение

  Le e* ,=   (2)

где элемент e E∈  задан, а  e E* *∈  является искомым.

Те о р е м а   3. Отображение L ∈ →( )*E E  являет- 
ся биективным (т. е. взаимно однозначным, при этом 

L− ∈ → ⇔ ∃ > ∀ ∈ ≥1 0( ))* * * * *
*E E e E A e

U
m :     || ||  

≥ ⇔ 〈 = ≥ ∀ ∈〉m m||   |||| || || ||  e e e A e e e
E EE U E

* * * * * * *
* * * *,L 2 2 2  

∈ E *. Здесь m > 0 —  константа непрерывной наблюда-
емости.

Те о р е м а   4.  Критерий управляемости (тео-
рема 1) ⇔ существованию единственного оптималь-

ного управления u Ue
o

e∈ ,  u J ue
o

U e= *,  где ue
* =  

= ⇔ 〈 = 〈 ⇔〉 〉−A e u u u ue e UU e
o

e UU
* * *, ,* *L 1      абстракт- 

ному принципу максимума (см. теоремы 5 и 6 из [8]), 

кроме того, для e e* = −L 1  справедлива оценка 

|| || || || ||||e e e
E E E

*
* * ,= ≤−L 1

2

1

m
 || || ||||u ee

o
U E≤ 1

m
 с констан- 

той m > 0, причём U N A ue e
o= +( ) , u N Ae

o ∈ ⊥( ) .
3.  В данном пункте для ОДУ в конечномерном 

пространстве Rn рассмотрим указанные выше за-
дачи.  Фиксируем  число T ∈ +( , );0 ¥    = ( , )0  T  

и  гильбертовы  пространства  E E n= =* ,�   E1  = 

= =E m
1
* ,�   1 ≤ ≤m n. Обозначим (B)-пространства: 

L Ep( );    с нормой || ||g p  и пространства Соболева 

W Ek p, ( ); ,     1 ≤ ≤p ¥,  k ≥ 0 —  целое число, с нор- 
мой 

  || || || || || ||g g gk p p
k

p,
( ) .= +  

Далее пусть даны (вещественные): ( )n n× -матрица 

A t L n n( ) ;( )∈ ×1     и её транспонированная  A t*( ); 
( )n m× -матрица  B(t)  (с  ненулевой  нормой)  и  её 
транспонированная  B t* ,( )   причём  B( t) , 

B Lt q*( ) ( ); ,∈ ⋅    1 < <q ¥, либо B(t), B Lt*( ) ( ).;∈ ⋅¥     
Управление  u(t)  ищем  из  пространства  U  = 

= L Ep( ); ,   1  1 < <p ¥,   при  этом U L Eq* *( ); ,=    1  
1 1

1
p q

+ = . В этих обозначениях рассмотрим следу-

ющую задачу.

З а д а ч а   у п р а в л е н и я. Найти u t U( ) ∈  и y(t) ∈
∈W E11, ( );    из условий

 
�y t A t y t B t u t t
y y T e
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
( ) , ( ) .

= + ∈
= =

 
 


0 0

  (3)

Здесь  e E∈   дано,  y t y t u( ) ( ; ),=     при  этом  y(t)  ∈
∈W E11, ( );    для случая B t Lq( ) ∈  и y t W Ep( ) ;( ),∈ 1     

для B t L( ) ∈ ¥  в силу известных свойств решения 
задачи Коши. Решение u te( ) задачи (3) называем 
управлением, а  y te( ) — траекторией управления, 
обозначим U Ue ⊂  множество всех управлений. Как 
и выше, управление с минимальной нормой назы-

ваем оптимальным, т. е. u ue e
oopt ≡  —  оптимальное 

управление  (3),  если  || || : || ||u u u Ue
o

U e U e e= ∀ ∈inf{ },   

а y te
o( ) есть соответствующая оптимальная траекто-

рия.

Запишем  задачу  (3)  как  операторную  задачу 
управления. Для заданного элемента e E∈  найти 

u t U L Ep( ) ; ,( )∈ =    1  1 < <p ¥, из условий

  A u S T t B t u t dt eT A

T

≡ =∫ ( ), ( ) ( ) , 
0

  (4)

где A U ET ∈( , ),    S tA( ),  τ  —  абсолютно непрерывная 
эволюционная матрица нестационарной задачи 

Коши; для постоянной матрицы A, S eA
A t= −( )τ .

Сопряжённая к (4) задача есть задача наблюдения

  A e u A E UT T
* * * * * *, ( , ),= ∈        (5)

для которой требуется получить обратное неравен-
ство.  Задача  (5)  может  быть  записана  в  виде 

B z ut t t* * *( ) ( ) ( ),=  где z S T t et A
* * *( ) ( ),=    —  абсолютно 

непрерывное решение задачи

 
�z t A z t t

z T e

t( ) ( ), ,

( ) ,

( )*

*

= − ∈
=

  

причём  u Lt q*( ) ∈   для  случая  B Lt q*( ) ∈   и  u t*( ) ∈ 

∈ ⊂L Lq¥  для B Lt*( ) ∈ ¥.

Те о р е м а   5. Задача (3) (или (4)) управляема, т. е. 
существует ue ≠ 0 при e R A ET≠ ⇔ = ⇔0 ( )  непре-
рывной наблюдаемости (5), т. е. существованию числа 

m( )T > 0  такого, что || || || ||A e eT U T E
* * *

* *≥ m  при всех 

e E R A R AT T
* * * *( ) ( ),∈ ⇔ =  N AT( ) .* = 0

Задача (5) называется вполне наблюдаемой, если 

N AT( ) .* = 0  Для  общего  случая  п.  3  N AT( )* = ⇔0  
⇔ =R A ET( ) , т. е. задача (4) плотно (или аппрокси-
мативно) управляема. Позже покажем, что для слу-

чая  B t L( ) ;( )∈ ⋅2      либо  B t L( ) ;( )∈ ⋅¥      условие 
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N AT( )* = 0 равносильно точной управляемости за-
дачи (3) (или (4)).

Введём оператор оптимальности LT T U TA J A= * , 
где J U UU ∈ →( )*  — дуальное отображение, U* = 
= L Eq( ); ,*   1  U L Ep= ( ); ,   1   1 < <p ¥, и рассмотрим 
операторную задачу оптимальности. Требуется найти 

e E* *∈  из уравнения

LT A U A

T

e S T t B t J B S T t e dt et t* * * *( ) ( ) ( ) ( ), ( ) , ,≡ =∫    
0

  (10)

где LT E E∈ →( ),*  а элемент e E∈  задан.

Сформулируем обратную задачу оптимальности. 

Пусть матрица B t Lq( ) ,∈  1 < <q ¥, либо B t L( ) ,∈ ¥  

дан элемент e E∈ , а требуется найти e E* *∈  и w(t) 
из условий

 
�w t A t w t G e t

w w T e
t( ) ( ) ( ) , ;

( ) , ( ) ,
( ) *= + ∈

= =
L  

 


0 0
 

(11)

где оператор G B t J B S T tt tU AL( ) ( ) ( )( ) ,* *≡    дан и та- 

кой,  что  G LL ∈ 1   при  B t Lq( ) ∈   и  G Lp
L ∈   при 

B t L( ) .∈ ¥  Отметим, что при этом решение w(t) будет 

принадлежать пространству Соболева W E11, ( );    для 

случая B t Lq( ) ∈  и W Ep1, ( );    для B t L( ) ∈ ¥.

Те о р е м а   6. Пусть матрица B t L n mq( ) ; ,( )∈ ×    

1 < <q ¥, либо B t L n m( ) ; ,( )∈ ×¥     U L Ep= ( ); ,   1  

U L Eq* *( ),;=    1  
1 1

1
p q

+ = . Задача (10) ⇔ задаче (11). 

В этом случае непрерывная наблюдаемость задачи 

(5) ⇔ 〈 = ≥ ∀ ∈〉LT EE T U E
e e A e e e ET* * * * * * *, ( ) ,* * *  || || || ||  2 2 2m  

причём LT E E∈ →( )*  есть биективное отображе- 

ние и для решения e eT
* = −L 1  справедлива оценка 

|| || ||||e e
E

T
E

*
* ≤ 1

2m
.

Те о р е м а   7. Пусть матрица B t L n mq( ) ; ,( )∈ ×    

1 < <q ¥, либо B t L n m( ) ;( ),∈ ×¥     U L Ep= ( ); ,   1  

U L Eq* *( ),;=    1  
1 1

1
p q

+ = . Непрерывная наблюдае-

мость задачи (5) ⇔ существованию единственного 

u J ue
o

U e= *, где элемент u A ee T T
* * ,= −L 1  причём || ||ue

o
U
2 ≤ 

≤ ⇔ 〈 = 〈〉 〉1
2

2

mT
E e e UU e

o
e UU

e u u u u|| ||    , ,* *
* *  ⇔ выполнению 

интегрального принципа максимума

  max ( , , )( ) ( ) ( )*

u U
e
o

e e

T

e e

y u z dtt t t
∈ ∫ =    

0

  = ∫( , , ) ,( ) ( ) ( )*y u z dtt t te
o

e e

T

   opt

0

где 

 
( , , )

( ) ( ) ,

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

*

*

y u z

A t y B t u z

t t t

t t t
e
o

e e

e
o

e e EE

   

 

≡
≡ 〈 + 〉 ** ( ) ,− | |u te E

p
1

а  z S T t ete A T
* *( ) ( ),= −  L 1   с системой оптимальности 

�y
z

te
o

e

( ) ;*= ∂
∂


 ye
o( ) ,0 0=  y eTe

o( ) ;=  �z
y

te
e
o

*( ) ;= − ∂
∂


 z Te
*( ) = 

= −LT e1  ⇔ двухточечной задаче оптимальности

 

d

dt

y

z

A t B t J B

A

y

z

t

t

t

t

te
o

e

U e
o

e

( )

( )

( )

( )

( )( ) ( )
*

*

*







=

−






0 **

*

( )

( ) ( ) ( )

, ,

, ; ,

t

T T

t

y y e z ee
o

e
o

e T







∈

= = = −

 

   



0 0 1L

в которой  z W Ee
* , *( ),;∈ 11      y We

o ∈ 11,   при B Lq∈ ; 

y We
o p∈ 1,  при B L∈ ¥.

4.  Рассмотрим  случай  B t L n m( ) ; ,( )∈ ×2     

U U L E= =* ( );2
1     либо  B t L n m( ) ;( ),∈ ×¥      U  = 

= L Ep( ); ,   1   U L Eq* *( ); ,=    1   1 < <p ¥,  
1 1

1
p q

+ = .  

При этих условиях введём матрицу GT T TA A= *  — 
грамиан управления (3). 

Рассмотрим задачу нахождения e E* *∈  из урав-
нения

  G GT Te e E E* *, ( , )= ∈        (12)

с заданным e E∈ . Введём обратную задачу управля-

емости. Для данного элемента e E∈  найти e E* *∈  
и функцию w(t) из условий

 
�w t A t w t G e t

w w T e
t( ) ( ) ( ) , ;

( ) , ( ) ,
( ) *= + ∈

= =
G    

 


0 0
 

(13)

где матрица G B t B S T tt t AG( ) ( ) ( )( ) ,* *≡    дана и такова, 

что G LG ∈ 1 при B t L( ) ∈ 2  и G LG ∈ ¥  при B t L( ) .∈ ¥  
Отметим, что при этом решение w(t) будет принад-

лежать пространству Соболева W E11, ( );    для случая 

B t L( ) ∈ 2 и W E1, ( );¥     для B t L( ) ∈ ¥.

Ут в е р ж д е н и е   1. Задача (12) ⇔ задаче (13) ⇔ 
⇔ 〈 =〉GT EE T L

e e A e* * * *, *  || || 2
2 .

Те о р е м а   8. Пусть матрица B t L n m( ) ;( )∈ ×2     

либо B t L n m( ) ; .( )∈ ×¥     Вполне наблюдаемость за-

дачи (5), т. е. выполнение равенства N AT( )* = 0  ⇔  
⇔ G GT T= >* ;0  ∃ > 〈 ≥ ⇔〉m mG GG( ) ( ),* * *

* *T Te e eT EE E
0 2 2:    || || GT =  

= GT
* ,> 0  || ||G

G
GT e

T
u u− ≤ ⇔ ∃ =1

2

1

m ( )
,*  u A eT TG G* * ,= −1  
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uG
*  —  решение задачи (3) или (4), причём справедлива 

оценка || || ||||u e
TL EG

G

*

( )
2

2
2

21≤ ⇔
m

 непрерывной наблюда-

емости задачи (5) ⇔ теоремам 6 и 7.

С л е д с т в и е   1.  Пусть B t L n m( ) ; ,( )∈ ×2     

U U L E= =* ( ).;2
1    Условие N AT( )* = 0 ⇔ существо-

ванию единственного оптимального решения 

u A ee
o

T T= −* ;G 1  || || ||||u e
T

e
o

L E2
2

2
21≤

mG( )
, || ||G

G
T

T
− ≤1

2

1

m ( )
. При- 

чём при p = 2 имеем J IU =  и справедлив принцип мак-
симума теоремы 7. Если дополнительно выполняется 

оценка || ||e M2 2 2≤ mG, M > 0, то || ||u Me
o

L2
2 2≤ .

С л е д с т в и е   2. Пусть B t L n m( ) ; ,( )∈ ×¥     U = 

= L Ep( ); ,   1  U L Eq* *( ); ,=    1  1 < <p ¥,  
1 1

1
p q

+ = . 

Условие N AT( )* = 0 ⇔ существованию единственного 

оптимального решения u J ue
o

U e= *, u A ee T T
* * ,= −L 1  причём 

|| || ||||u e
T

e
o

L Ep
2

2
21≤

m ( )
, где m( )T > 0 — константа непре-

рывной наблюдаемости. В этом случае для 1 2< ≤p  

справедлива другая оценка || || ||||u e
T

e
o

L Ep
2

1
2

21≤
m ( )

,  где 

m m1
1 2 1( ) ( ),/ /T TT q= −

G   q
p

p
=

−
≥

1
2;  || ||G

G
T

T
− ≤1

2

1

m ( )
. 

З а м е ч а н и е   1. Обозначим через KC( ; ) ⋅  мно-
жество кусочно-непрерывных матриц или вектор-
функций. Пусть в условии следствия 1 дополни-
тельно B t KC( ) ( ; ).∈ ⋅  Тогда оптимальное управление 

u L Ee
o ∈ 2

1( , ).    В этом случае справедливы утверж-
дения и оценки следствия 1.

5.  Приведём краткое доказательство основных 

результатов  п.  4  для  случая  B t L n m( ) ; ,( )∈ ×2     

U U L E= =* ( ); .2
1    Будем иметь G GT T T TA A= =* * ,  

〈 = =〉 ∫GT EE A E

T

T L
e e B S T t e dt A et* * * * * *, ,( ) ( ) .*  |   | || ||2

0

2
2   По-

э т о м у   N AT T T( )* *= ⇔ = > ⇔ ∃ >0 0 0G G Gm :  

〈 ≥ ⇔ = ≥〉G G GGT EE E T Te e e* * * *, ,* *  || ||m2 2 0  det .GT ≠ 0  

При этом || ||G
G

T
− ≤1

2

1

m
 и L GT T= , поскольку J IU =  

в  L2  ⇔ = −u A ete T T( ) ,* G 1   решение  (3)  или  (4)⇔  

⇔ =R A R AT T( ) ( ),* *   N AT( ) .* = 0   Пусть ue — произволь-

ное  решение  (3),  тогда  u u ue e eo= +* ,   где  u te
*( ) = 

= −A eT T
* G 1   —  решение  (3), u N Aeo T∈ ( ),   а  так  как 

R A R A N AT T T( ) ( ) ( )* *= = ⊥  и u R Ae T
* *( ),∈   то ( , )*u ueo e U  = 

=  0.  Поэтому || || |||| || ||u u ue e eo
2 2 2= +*   и || |||| ||u ue e≥ * ,   т. е. 

u ut te e
o*( ) ( )=   —  оптимальное  управление.  Далее 

( , ) ( , )* * *u u u ue e U e e U   =  и 

 ||     || ||||u A e A e e e ee
o

T T T T U T EE
2 1 1 1

2
21= = 〈 〉 ≤− − −( , ) , .* *

*G G G
Gm

Заметим, что u B zt te e
* * *( ) ( ),=   где  z te

*( )  есть реше- 

ние задачи  �z t A z tt( ) ( ),( )*= −  t ∈ , z T eT( ) .= −G 1  По-
этому 

 

( , ) ( , ) ( , )

( ) ,

( ) ( )

( ) (

* * *

*

u u u u u B z

B t u z

t t

t

e e U e e
o

U e e U

e e

     

 

= = =

= 〈 tt t tdt B t u z dt
EE

T

e
o

e EE

T

) ( ) ( )( ) , .* *
*〉 〉= 〈∫ ∫

0 0

 

Верно равенство 

  〈 = 〈〉 〉∫ ∫A t y z dt y A z dtt t t t te
o

e EE

T

e
o

e EE

T

( ) , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *
* *   

0 0

..

Введём функцию 
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( ) ( ) ,

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

*

*

y u z

A t y B t u z

t t t

t t t
e
o

e e

e
o

e e EE

   

 

≡
≡ 〈 + 〉 ** ( ) ,− | |u te E1

2

отсюда следует, что

 

max ( , , )

( , ,

( ) ( ) ( )

( ) ( )

*

u U
e
o

e e

e
o

e

T

e e

y u z dt

y u

t t t

t t

∈ ∫ =

=





   

  opt

0

  z dtte

T
*( )) ,

0
∫

причём справедливы равенства

  �y
z

y y et Te
o

e
e
o

e
o( ) ( ) ( ); , ,*= ∂

∂
= =

     0 0  

 �z
y

z et Te
e
o e T

* *( ) ( ), ,= − ∂
∂

= −
    G 1  

что эквивалентно двухточечной задаче оптимально-
сти

 

d
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z
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
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CONTROLLABILITY AND OPTIMAL CONTROLLABILITY  
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For control and observation problems considered for operator equations of the first kind in Banach spaces, an 
controllability criterion is stated. In the case of reflexive strictly convex (B)-spaces, the BUME method and the 
method of monotone mappings are used to find optimal controls and an abstract maximum principle is formulated. 
The indicated problems for ODE systems in Rn are investigated as an example.

Keywords: monotone mappings, BUME method, optimal control, first kind equation, maximum principle.

  УПРАВЛЯЕМОСТЬ И ОПТИМАЛЬНАЯ УПРАВЛЯЕМОСТЬ ДЛЯ ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ...  157

ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК том 485 № 2 2019


