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В сообщении изучена задача усреднения для урав-
нения диффузии в области, перфорированной вдоль 
(n - 1)-мерного  многообразия с динамическими кра-
евыми условиями на границе перфораций, содержа-

щими параметр ε γ− , γ = 1
2

n
n

−
−

, n ≥ 3, e —  малый по-

ложительый параметр. Предполагается, что перфо-
рация образована шарами G j

e , j ∈ ′Z , где Z′  —  мно-
жество векторов вида z z zn=(0, , , )2   с целыми ко-
ординатами zi, i n= 2,3, , , радиуса a Cε

γε= 0 , 
C0 = > 0const , расположенными e-периодически 
вдоль плоскости x1 = 0 .

Задачи усреднения в перфорированных по всему 
объему областях в случае, когда диаметр перфораций 
равен Ce , где e —  период структуры, с динамичес-
кими краевымии условиями на границе полостей, 
изучены в [1, 2].

Целью данной работы является построение 
и обоснование усреднённой модели, которая в дан-
ном случае является задачей сопряжения для урав-
нения диффузии, причём условия сопряжения со-
держат слагаемое с памятью.

Усреднение краевых и начально-краевых задач 
с классическими краевыми условиями типа Робина 

изучены во многих работах, см. [3–10] и список ли-
тературы там.

Пусть Ω  —  ограниченная область в n , n ≥ 3 , 

с гладкой границей ∂Ω , S x0 1= { = 0}Ω ∩ ≠f  —

 область на плоскости x1 = 0,  Y
n

= 1
2

, 1
2

−






,  

G x x0 ={ | |<1}: . Обозначим δ δB x x B={ | }1− ∈ , δ > 0 , 

Ω Ω+ ∩= { > 0}1x , Ω Ω− ∩= { < 0}1x .

Введём множество G a G j G
j

j

j
ε ε εε� ∪ ∪= ( ) = ,0 +

∈ ∈Z Z
 где 

e > 0 , a Cε
γε= 0 , γ = 1

2
n
n

−
−

, C0 > 0 .

П о л о ж и м  G G j

j
ε ε

ε

= ,
∈ϒ


 г д е 

ϒ Ωε ερ ε={ ( , ) 2 }j G j∈ ′ ∂ ≥Z : . Заметим, что | | = 1ϒε εd n− , 

d = > 0const .  Обозначим через Tr
j  шар с центром 

в точке P j
e  радиуса r, где P j

e  —  центр куба 

Y Y j jj
ε εε ε= ,+ ∈ϒ .

Определим множества

 Ω Ω Ω Ωε ε ε ε ε ε= , = , = .\G S G S∂ ∂ ∪ ∂  (1)

В Q TT
ε ε= (0, )Ω ×  рассмотрим задачу
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∂ − ∈
∂ + ∂ +− − −

t
T

t

u u f x t x t Q
u u a x u g x

ε ε ε
γ

ε ν ε
γ

ε
γε ε ε

∆ = ( , ), ( , ) ,
( ) = ( ), (xx t S S T

u x t T
u x x

T

T

, ) = (0, ),
= 0, ( , ) = (0, ),
( , 0) = 0, ,

∈ ×
∈ ∂ ×

∈

ε ε

ε

ε ε

Γ Ω
Ω

 (2)

где f L QT∈ 2( ), Q TT = (0, )Ω × , a x a( ) > 00≥ , a0 = const,  

a x g x C( ), ( ) ( )1∈ Ω , n —  вектор внешней единичной 

нормали к границе Se , γ = 1
2

n
n

−
−

, n ≥ 3 .

Функция u L T H u L Ttε ε ε∈ ∂ ∂ ∈2 1 2(0, ; ( , )), (0, ;Ω Ω
H u L T H St

− −∂ ∂ ∈ ∂1 2 1/2( , )), (0, ; ( , ))Ω Ω Ωε ε ε
, u xe ( ,0) = 0,  

если x ∈Ωε, называется обобщённым решением за-
дачи (2), если выполняется интегральное тождество

0 0

, ,
T

t

T

t Su dt u dt∫ ∫〈∂ 〉 + 〈∂ 〉 +−
ε

γ
εε ε

εv vΩ

+ ∇ ∇ +∫ ∫ ∫−

Q

T

ST

u dxdt a x u dsdt
ε ε

ε
γ

εεv v
0

( ) =

 = ( ) ( , ) ,
0

ε γ

ε ε

− ∫ ∫ ∫+
T

S Q

g x x t dsdt f dxdt
T

v v  (3)

где v —  произвольная фукция из L T H2 1(0, ; ( , ))Ω Ωε ∂ , 
скобки ⋅ ⋅,

Ωε
 обозначают отношение двойствен-

ности между пространствами H − ∂1( , )Ω Ωε  и 
H 1( , )Ω Ωε ∂ , ⋅ ⋅,

Sε
 —  отношение двойственности 

между H S− ∂1/2( , )ε Ω  и H S1/2( , )ε ∂Ω . Через H 1( , )Ω Ωε ∂  
обозначено пространство, полученное замыканием 
в H 1( )Ωε  множества бесконечно дифференцируемых 
функций в Ωε, обращающихся в ноль в окрестности 
∂Ω.

Те о р е м а  1. Задача (2) имеет единственное обоб-
щённое решение и для него имеет место оценка

   ∂ + ∂ +−
t L T L t L T L S
u uε

γ
ε

ε ε
ε2 2 2 2(0, ; ( ))

/2
(0, ; ( ))Ω

 + + ≤
∂

−
   u u K

L T H L T L Sε
γ

ε
ε ε

ε2 1 2 20

2

0
,

( , ; ( , ))

/

( , ; ( ))Ω Ω
 (4)

где постоянная К здесь и далее не зависит от e.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем единственность 
обобщённого решения задачи (2). Предположим, 
что ue,1  и ue,2  —  два обобщённых решения задачи (2). 

Для разности w u uε ε ε= ,1 ,2−  имеет место равенство

0 0

, ,
T

t

T

t Sw w dt w w dt∫ ∫〈∂ 〉 + 〈∂ 〉 +−
ε ε

γ
ε εε ε

εΩ

+ ∇ +∫ ∫−

Q ST T

w dxdt a x w dsdt
ε ε

ε
γ

εε| | ( ) = 0.2 2

Следовательно, имеем

1
2

( , ) 1
2

( , )2 2( )
2

( )
2

   w x T w x T
L L Sε

γ
ε

ε ε
ε

Ω
+ +−

 + ∇ +∫ ∫−

Q ST T

w dxdt a x w ds
ε ε

ε
γ

εε| | ( ) = 0.2 2  (5)

Из (5) вытекает, что we = 0  п.в. в QT
e .

Положим H L L Sε ε ε= ( ) ( )2 2Ω ×  и зададим на нём 
скалярное произведение

(( , ),( , )) =( , ) ( , ) .2 2( ) ( )
u u u u

H L L S
   v v v v

ε ε ε
ε γ

Ω
+ −

Очевидно, что H e  —  гильбертово пространство. 
Введём V u u u HS0,

1={( , | ) ( , )}ε ε ε: ∈ ∂Ω Ω , где u S| e
 —  след 

функции u H∈ ∂1( , )Ω Ωε  на границе Se . Легко видеть, 
что V0,e  —  замкнутое подпространство пространства 

H H S1 1/2( , ) ( , )Ω Ω Ωε ε∂ × ∂  с нормой

      ( , | ) = | .
0,

2
( , )

2
1/2 ( , )

2
1v v v vS V H S H Sε ε εε ε

Ω Ω Ω∂ ∂
+  (6)

В  H S1/2( , )ε ∂Ω  з а д а н а  н о р м а 
   v v

H S H Sg g1/2 ( , ) 1( , )
= { | = }

ε ε ε∂ ∂Ω Ω Ω
inf .:  Заметим, что 

эта норма эквивалентна норме, порождённой стан-
дартным скалярным произведением в H S1/2( , )ε ∂Ω ,
(см. [10]). Пространство V0,e  c нормой (6) является 
рефлексивным сепарабельным банаховым простран-
ством, всюду плотным в H e  (см. [2]).

Обозначим через {( , | )}w wj j S
e e

e
, j =1, 2,...,  орто-

нормированный базис в H e, линейная оболочка 
которого всюду плотна в V0,e.

Для доказательства существования обобщённого 
решения задачи (2) используем метод Галёркина. 
Будем искать элемент ( , | ), , 0,u u Vm m Sε ε εε

∈  вида
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( , | ) = ( )( , | ),, ,
=1

,u u d t w wm m S
j

m

m j j j Sε ε
ε ε ε

ε ε
∑

удовлетворяющий системе уравнений

(( , ( | )),( , | )), ,∂ ∂ +t m t m S k k S Hu u w wε ε
ε ε

ε ε ε

+ ∇ ∇ + −( , ) ( ( ) | , | ) =, ( ) , ( )2 2u w a x u wm k L m S k S L Sε
ε γ

ε
ε

ε ε ε ε
ε

Ω

 = +−ε γ ε ε

ε ε ε
( , | ) ( , ) , =1, 2 , ,2 2( ) ( )
g w f w k mk S L S k L Ω

,  (7)

и начальному условию

( , | ) | = 0., , =0u um m S te e e

Заметим, что (7) —  задача Коши для линейной 
системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений относительно функций d tm j, ( )e , j m=1, 2 ,, ,  
вида

 
′ +D D t

D
m m

m

, 1, , 2,

,

= ( ),
(0) = 0,

ε ε ε ε

ε

 
 (8)

где 1,e  —  матрица с постоянными коэффициентами 

m m× , D t d t d tm m m m
T

, ,1 ,( ) =( ( ), ( ))e
e e

, , D Tm
m

, [0, ]ε : → ,  

2,
2( ) ( (0, ))ε t L T m∈ .

Хорошо известно, что система (8) имеет един-
ственное решение, являющееся абсолютно непре-
рывной вектор-фукцией, определённой на [0, ]T .

Получим оценки для u me, . Умножая k-е уравнение 

системы (7) на d tm k, ( )e  и суммируя по k m=1, 2 ,, ,  
получим

( , ) ( , ), , ( ) , , ( )2 2∂ + ∂ +−
t m m L t m m L S
u u u uε ε

γ
ε ε

ε ε
ε

Ω

 
+ ∇ +

= +

−

−

   u a x u

g u f

m L m L S

m L S

ε
γ

ε

γ
ε

ε ε

ε

ε

ε

, ( )
2

, 2 ( )

2

, ( )

2

2

( ) =

( , ) (
Ω

,, ) ., ( )2u m Lε
εΩ

 
(9)

Интегрируем (9) по t от 0 до τ ∈[0, ]T , получим

1
2

( , ) 1
2

( , ), ( )
2

, ( )
2

0
,

2 2

2

   

 

u x u x

u

m L m L S

m L

ε
γ

ε

τ

ε

τ ε τ
ε εΩ

+ +

+ ∇

−

∫ (( )
2

0
, ( )

2( ) 2Ωε ε
ε γ

τ

εdt a x u dtm L S
+ =− ∫ 

= ( , ) ( , ) .
0

, ( )
0

, ( )2 2ε γ
τ

ε

τ

ε
ε ε

− ∫ ∫+g u dt f u dtm L S m L Ω

Отсюда вытекает

   

 

u x u x

u

m L m L S

m L

ε
γ

ε

τ

ε

τ ε τ
ε ε

ε

, ( )
2

, ( )
2

0
, 2 (

( , ) ( , )

2

2 2Ω

Ω

+ +

+ ∇

−

∫ ))

2 dt +

+ ≤

≤ +

− ∫

∫ ∫

2

( , ) (

0
0

, ( )
2

0
( )

2

0
,

2

2

a u dt

f x t dt u x

m L S

L m

ε γ
τ

ε

τ τ

ε

ε

ε

 

  

Ω
,, ) 2 ( )

2t dt
L


Ωε
+

 
+ +

+

−

− ∫

ε

δε

γ
δ ε

γ
τ

ε
ε

C g x T S

u x t dtm L S

Ω
max | ( ) | | |

( , ) .

2

0
, ( )

2
2 

 
(10)

Положим δ =1 2 0+ a  в (10). Тогда имеем

    ( , | ) ( , | ) ,, ,
2

0
, ,

2u u C u u dtm m S H m m S Hε ε ε

τ

ε εε ε ε
≤ + ∫  (11)

где C —  положительная постоянная. Применяя 
лемму Гронуолла, получим

  ( , | ) ,, ,u u Km m S Hε ε ε ε
≤  (12)

для любого τ ∈[0, ]T .

Из (10), (12) имеем

 
0

, ( )
2

2 ,
τ

ε
ε

∫ ∇ ≤ u dt Km L Ω
 (13)

где t —  произвольное число из отрезка [0, ]T .

Применяя (12) и (13), имеем

  ( , | ) ., , (0, ; )2
0

u u Km m S L T Vε ε ε ε,
≤  (14)

Умножая (7) на ( ),dm k
ε ′  и суммируя по k от 1 до m, 

получим

 ( , | ) ( , ), ,
2

, , ( )2∂ ∂ + ∇ ∂ ∇ +t m t m S H m t m L
u u u uε ε ε εε ε εΩ

 
+ ∂

= ∂ + ∂

−

−

ε

ε

γ
ε ε

ε
γ

ε

ε

ε

( ( ) , ) =

( , ) ( ,
, , ( )

, ( ) ,

2

2

a x u u

f u g u
m t m L S

t m L t mΩ
)) .2 ( )L Sε

 
(15)

Интегрируем (15) от 0 до τ ∈[0, ]T , имеем

0
, ,

2
, ( )

2( , | ) 1
2

( , ) 2

τ

ε ε εε ε ε
τ∫ ∂ ∂ + ∇ +   t m t m S H m L

u u dt u x
Ω
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+ −1
2

( ) ( , ) =, ( )
2

2ε τγ
ε

ε
 a x u xm L S

= ( , ) ( , )
0

, ( )
0

, ( )2 2

τ

ε
γ

τ

ε
ε ε

ε∫ ∫∂ + ∂ ≤−f u dt g u dtt m L t m L SΩ

≤ + ∂ +∫ ∫C f dt u dt
L t m Lδ

τ τ

ε
ε ε

δ
0

( )
2

0
, ( )

2
2 2   

Ω Ω

 + + ∂− −∫ ∫C g dt u dt
L S t m L Sδ

γ
τ

ε

γ
τ

ε
ε

ε δε
0

2 ( )

2

0
, 2 ( )

2 .     (16)

Полагая δ = 1
2

, выводим

   ( , | ), , (0, ; ) 0 , ( )2 2∂ ∂ + ∇ +t m t m S L T H T m L
u u uε ε ε ε

ε ε
max
[ , ] Ω

 + ≤−ε γ
ε

ε

/2

0 , ( )2 ,max
[ , ]T m L S

u K   (17)

где постоянная K не зависит от m и от e.

Из оценок (12), (17) следует, что для некоторой 
подпоследовательности (сохраняем для неё обозна-
чение исходной последовательности) при m →¥  
имеем

 u u L T Hmε ε ε,
2 1(0, ; ( , )), слабо в Ω Ω∂  (18)

 ∂ ∂t m t
Tu u L Qε ε ε,

2( ), слабо в  (19)

 u u L Sm S S
T

T Tε ε ε
ε ε

,
2| | ( ),→ сильно в  (20)

 ∂ ∂t m S t S
Tu u L ST Tε ε ε

ε ε
,

2| | ( ). слабо в  (21)

Применяя неравенства (12), (14), (17), выводим 
оценку (4).

Умножим равенства (7) на b t L Tk
ε ( ) (0, )2∈ , проин-

тегрируем его по t от 0 до Т  и перейдём к пределу 
при m →¥ . Учитывая (18)–(21), получим

( , ( ) ( )) ( , ( ) ( ))2 2( ) ( )
∂ + ∂ +−

t k k L Q t k k L S
u b t w x u b t w xT Tε

ε ε γ
ε

ε ε

ε ε
ε

+ ∇ ∇ + −( , ( ( ) ( ))) ( ( ) , ) =2 2( ) ( )
u b t w x a x u b wk k L Q k k L ST Tε

ε ε γ
ε

ε ε

ε ε
ε

 = ( , ) ( , ) .2 2( ) ( )
ε γ ε ε ε ε

ε ε

− +g b w f b t w xk k L S k k LT T( ) ( )
Ω

 (22)

Принимая во внимание, что функции вида 

k

N

k k k S H
b t w x w x

=1
( )( ( ), ( ) | )∑ ε ε ε

ε ε
 в с ю д у  п л о т н ы  в 

L T V2
0,(0, ; )e ,  получим, что ue удовлетворяет интег-

ральному тождеству

0 0

T

t

T

S
tu dxdt u dsdt∫ ∫ ∫ ∫∂ + ∂ +−

Ωε ε

ε
γ

εφ ε φ

+ ∇ ∇ +∫ ∫ ∫ ∫−

0 0

( ) =
T T

S

u dxdt a x u dsdt
Ωε ε

ε
γ

εφ ε φ

 = ( ) ,
0 0

ε φ φγ

ε ε

− ∫ ∫ ∫ ∫+
T

S

T

g x dsdt f dxdt
Ω

 (23)

где φ —  произвольный элемент из L T H2 1(0, ; ( , ))Ω Ωε ∂ . 
Кроме того, учитывая, что u xme, ( ,0) = 0, выводим 

u xe ( ,0) = 0.

Из оценки (4) имеем

  u K
H QTε

ε
1( )

.≤  (24)

Следовательно, для ue  существует H1-продолже-
ние u H QT

ε ∈ 1( ) , Q TT = (0, )Ω × , такое, что

 � � � ��u K u
H Q H QT Tε ε

ε
1 1( ) ( )

,≤  (25)

 
� � � �

� � � �

∂ + ∇ ≤

≤ ∂ + ∇

t L Q x L Q

t L QT x L Q

u u

K u u

T T
� �

ε ε

ε
ε

ε
ε

2 ( )

2
2 ( )

2

( )

2
(2 2 TT )

2 .





 
(26)

Из оценок (25), (26) вытекает существование под-
последовательности (обозначим её так же, как ис-
ходную) такой, что при ε → 0  имеем

 �u u L T Hε� слабо в 2
0
1(0, ; ( )),Ω  (27)

 ∂ ∂t tu u L T L�
ε� слабо в 2 2(0, ; ( )),Ω  (28)

 u u L T Lε → сильно в 2 2(0, ; ( )).Ω  (29)

Те о р е м а  2. Пусть n ≥ 3 , γ = 1
2

n
n

−
−

, ue  —  обоб-

щённое решение (2). Тогда функция и, определённая 
в (27)–(29), является обобщённым решением задачи

 

∂ − ∈
∈

∂ − −

t
T

S

x S

n

u u f x t x t Q

u t T

u n C

∆ = ( , ), ( , ) ,

[ ] = 0, (0, ),

[ ] = ( 2)

0

1
0

0
2ωωn uH x t t T

u x t T

u x x

( , ), (0, ),

= 0, ( , ) (0, ),

( , 0) = 0, ,

∈

∈∂ ×
∈

Ω
Ω

 (30)
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где

H x t u x t
n
C

u x s e dsu

t a x n
C

t s

( , ) = ( , ) ( 2) ( , )
0 0

( ) 2

0
( )

− −
∫

− + −











−

−−

 −
−

+ −
−















− − + −









g x n C

a x n
C

e
n

n
a x n

C
t( )( 2)

( ) 2
10

2

0

( ) 2

0ω
 (31)

и через [ ]|
0

h S  обозначен скачoк функции h в точкаx 

x S∈ 0 , t T∈(0, ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из интегрального тождества 
(23) выводим, что ue  удовлетворяет интегральному 
неравенству

0 0

( ) ( )
T

t

T

S
tu dxdt u dsdt∫ ∫ ∫ ∫∂ − + ∂ − +−

Ωε ε

φ φ ε φ φε
γ

ε

+ ∇ ∇ − + − ≥∫ ∫ ∫ ∫−

0 0

( ) ( ) ( )
T T

S

u dxdt a x u dsdt
Ωε ε

φ φ ε φ φε
γ

ε

≥ − + − −− ∫ ∫ ∫ ∫ε φ φγ
ε ε

ε ε0 0

( )( ) ( )
T

S

T

g x u dsdt f u dxdt
Ω

 − − −1
2

( ,0) 1
2

( ,0) ,2 2( )
2

( )
2

   φ ε φ
ε ε

γx x
L L SΩ

 (32)

где φ ψ η( , ) = ( ) ( )x t x t , ψ ∈ ∞C0 ( )Ω , η ∈C T1[0, ] .

Для произвольной функции η( ) [0, ]1t C T∈  и па-
раметра u ∈  введём функцию H tje, ( )  ( )j ∈ϒε  как 
решение задачи Коши

′ + − − − ′ −H
n
C

H a P u H u g P

H u

j j
j

j
j

j

ε ε ε ε ε

ε

η η

η

,
0

, ,

,

2 ( )( ) = ( ),

(0) = (0).
 (33)

Задача (33) при u P j= ( )ψ ε , где ψ ∈ ∞C0 ( )Ω ,  имеет 
решение

H t P t
n
C

e Pj
j

t a P n
C

s t
j

j

ε ε εψ η ψ η
ε

,
0 0

2 ( )
( ) = ( ) ( ) 2 ( )0− −

∫
( )+ −







 −

(( )s ds −

 −
+ −

−












− ( )+ −







g P

a P n
C

e
j

j

a P n
C

tj( )

( ) 2
1 .

0

2
0ε

ε

ε

 (34)

Обозначим через w xj
e ( )  решение задачи

 
∆w x T G w x G

w x T

j j j j j

j j
ε ε ε ε ε

ε ε

= 0, ; =1, ;
= 0, .

/4

/4

∈ ∈∂

∈∂

\
 (35)

Положим

W x

w x x T G j

x G j

x T

j j j

j

j

ε

ε ε ε ε

ε ε

ε ε

( ) =
( ), , ,

1, , ,

0,

/4

/4

∈ ∈

∈ ∈

∈ ∪ ∈

\

\

ϒ

ϒ

Ω ϒ
jj .










Имеем W Hε ∈ 0
1( )Ω  и W Hε  0 ( )0

1слабо в Ω  при 
ε → 0 .

Введём функцию

  

w

w x H t x T G j t T

x

j
j

j j

j

ε

ε ε ε ε ε

ε

ψη( ) =

( ) ( ), , , [0, ],

0,
, /4=

∈ ∈ ∈

∈ ∪ ∈

\

\

ϒ

Ω ϒ TT t Tj
ε/4, [0, ]∈






,

 (36)

где He,j(t) задано формулой (34).

Легко видеть, что w H QT
ε εψη( ) ( )1∈ . Обозначим 

через wε ψη( )  —  H 1- продолжение на QT  функции 
wε ψη( ),  удовлетворяющее неравенствам (25), (26). 
Учитывая свойства функции We , получим при ε → 0

 w L T Hε ψη( ) 0 (0, ; ( )),2
0
1�� слабо в Ω  (37)

 w w L Qt
T

ε εψη ψη( ) 0, ( ) 0 ( ).2
 → ∂ → сильно в  (38)

Возьмём в неравенстве (32) в качестве тестовой 
функцию φ ψ η ψηε( , ) = ( ) ( ) ( )x t x t w− , где ψ ∈ ∞C0 ( )Ω , 
η ∈C T1[0, ] . Получим

0

( ( ) ( ) ( ))( ( ) ( ) ( ) )
T

tx t w x t w u dxdt∫ ∫ ′ − ∂ − − +
Ωε

ψ η ψη ψ η ψηε ε ε

+ ′ − ′ −

− −

−

∈ ∂

∑ ∫ ∫ε ψ η ψ ηγ

ε

ε

ε ε

ε
j

T

G
j

j

j

x t H t x t

H t u
ϒ 0

,

,

( ( ) ( ) ( ))( ( ) ( )

( ) ))dsdt +

+ − −

− −

−

∈ ∂

∑ ∫ ∫ε ψ η ψ ηγ

ε

ε

ε

ε
j

T

G
j

j

j

a x x t H t x t

H t
ϒ 0

,

,

( )( ( ) ( ) ( ))( ( ) ( )

( ) uu dsdtε ) +

+ ∇ − ∇ ∇ −

−∇ − ∇ ≥

∫ ∫
0

( ( ) ( ))( ( ) ( )

( ) )

T

x w t x

w u dxdt
Ωε

η ψ ψη η ψ

ψη

ε

ε ε
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≥ − +∫ ∫
0

( , )( ( ) ( ) ( ))
T

f x t x t w dxdt
Ωε

ψ η ψηε

+ − − −−

∈ ∂

∑ ∫ ∫ε ψ ηγ

ε

ε ε

ε
j

T

G
j

j

g x x t H t u dsdt
ϒ 0

,( )( ( ) ( ) ( ) )

 
− − −

− −−

1
2

( ) (0) ( ) |

1
2

( ) (0) ( ) |

=0 ( )
2

=0

2 



ψ η ψη

ε ψ η ψη

ε

γ
ε

ε
x w

x w

t L

t

Ω



L S2 ( )
2 .

ε

 
(39)

В силу (37), (38), имеем

ε
ε ε εψ η ψη ψη ψη

ε
→

′ − ∂ − −∫
0

( ( ) ( ) ( ))( ( ) ) =lim x t w w u dxdtt
QT

 = ( )( ( ) ) ,
QT

x t x t u dxdt∫ ′ −ψ η ψ η( ) ( )  (40)

ε
ε ε

ε

ψ η ψ η ψη
→

∫∇ ∇ − ∇ − ∇
0

( ( ) ( ))( ( ( ) ( )) ( ) ) =lim
QT

x t x t w u dxdt

 = ( ( ) ( )) ( ( ) ( ) ) .
QT

x t x t u dxdt∫∇ ∇ −ψ η ψ η  (41)

Рассмотрим выражение

− ∇ ∇ − ∇ − ∇∫ ∫
0

( )( ( ( ) ( )) ( ) ) =
T

w x t w u dxdt
Ωε

ε ε εψη ψ η ψη

= ( ( )( ( ) ( )

( ) ( )
0

,

,

4

− ∇ ∇ −

− −

∈
∑ ∫ ∫
j

T

T G

j
j

j
j

T j

w H t x t

w x H t

ϒε

ε ε

ε ε

ε ε

ψ η
/ \

uu dxdtε )) =

 = ( )( ( ) ( ) )
0

,

4

− ∂ − −
∈ ∂

∑ ∫ ∫
j

T

T

j
j

T

w H t x t u dsdt
ϒε

ν ε ε ε

ε

ψ η
/

  − ∂ − −
∈ ∂

∑ ∫ ∫
j

T

G

j
j j

j

w H t x t H t u dsdt
ϒε

ν ε ε ε ε

ε

ψ η
0

, ,( )( ( ) ( ) ( ) ) .  (42)

Легко видеть, что

 w x
r

a

j

n
n

n
nε

ε

ε

ε
( ) =

4

4

,

2
2

2
2

−
−

−
−

−






−






 (43)

 
∂

− ⋅
−

∂
−

−

∂

− −

∂

− −

ν ε
ε

ν ε

γ

ε

ε

α
ε

w
n C

w
n C

j
T

n n

j
G

j

j

| =
(2 ) 4

1
;

| =
( 2)

1

4

0
2 1

0
1

/

ααε

,
 (44)

где αε → 0, если ε → 0.

Рассмотрим интегралы по S Tε × (0, ) , S tε × { = 0},  
содержащиеся в неравенстве (39). Имеем

ε ψ η ψ ηγ

ε

ε

ε ε

ε

−

∈ ∂

∑ ∫ ∫ ′ − ′ −

− −
j

T

G
j

j

j

x t H t x t

H t u
ϒ 0

,

,

( ( ) ( ) ( ))( ( ) ( )

( ) )ddsdt +

+ − −

− −

−

∈ ∂

∑ ∫ ∫ε ψ η ψ ηγ

ε

ε

ε

ε
j

T

G
j

j

j

a x x t H t x t

H t
ϒ 0

,

,

( )( ( ) ( ) ( ))( ( ) ( )

( ) uu dsdtε ) −

− −
−

− −
−

∈ ∂

∑ ∫ ∫
( 2)

(1 )
( )( ( ) ( ) ( ) )

0 0
, ,

n
C

H t x t H t u
j

T

G
j j

j

ε
α

ψ η
γ

ε ε

ε ε ε

ε
ϒ

ddsdt −

− − − −−

∈ ∂

∑ ∫ ∫ε ψ ηγ

ε

ε ε

ε
j

T

G
j

j

g x x t H t u dsdt
ϒ 0

,( )( ( ) ( ) ( ) )

− −−

∈ ∂

∑ ∫
1
2

( ( ) (0) (0)) =,
2ε ψ ηγ

ε

ε

ε
j G

j
j

x H ds
ϒ

= { ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

,ε ψ η ψ ηγ

ε

ε ε ε ε

ε

−

∈ ∂

∑ ∫ ∫ ′ − ′ + −
j

T

G

j
j

j j

j

P t H t a P P t
ϒ

 
− + −





− × −

− −

a P
n
C

H t g P x t

H t u d

j
j

j

j

( ) 2 ( ) ( )} ( ( ) ( )

( ) )
0

,

,

ε ε ε

ε ε

ψ η

ssdt + βε,
 
(45)

где βε → 0  при ε → 0 .

Учитывая, что H tje, ( )  —  решение задачи Коши 
(33), получим, что при ε → 0  сумма всех интегралов 
по границе S Tε × (0, )  и по границе S tε × { = 0} , вхо-
дящих в (39), стремится к нулю.

Из (39)–(45) вытекает, что и удовлетворяет ин-
тегральному неравенству

Q

Q

T

T

x t x t u dxdt

x t x t u d

∫

∫

′ − +

+ ∇ ∇ −

ψ η ψ η

ψ η ψ η

( ) ( )( ( ) ( ) )

( ( ) ( )) ( ( ) ( ) ) xxdt −

− ∂ − ≥
→ ∈ ∂

∑ ∫ ∫
ε

ε

ν ε ε ε

ε

ψ η
0 0

,

4

( )( ( ) ( ) )lim
/

j

T

T

j
j

j

w H t x t u dsdt
ϒ

 ≥ − −∫
Q

L
T

f x t u dxdt x( ( ) ( ) ) 1
2

( ) (0) .2 ( )
2ψ η ψ η 

Ω
 (46)
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Применяя лемму 5 из [11], получим

ε
ε

ε ε

ε

ψ η
→

−

∈ ∂

∑ ∫ ∫ −
0

1

0
,4 ( )( ( ) ( ) ) =

4

lim
/

n

j

T

T
j

j

H t x t u dsdt
ϒ

 ˆ ( , ˆ, )( ( ) ( ) ) ˆ ,a H x t x t u dxdtn

T

S

= −∫ ∫ω ψ ηψη
0 0

0  (47)

где ˆ ( , , )x x xn= …2 , ωn  —  площадь поверхности еди-
ничной сферы в n ,

H x t x t
n
C

x s e ds
t a x n

C
s t

ψη ψ η ψ η( , ) = ( ) ( ) 2 ( ) ( )
0 0

( ) 2 ( )
0− −

∫
+ −







 −

−−

 −
+ −

−












+ −







g x

a x n
C

e
a x n

C
t( )

( ) 2
1 .

0

( ) 2
0  (48)

Таким образом, и удовлетворяет интегральному 
неравенству

Q

Q
x

T

T

x t x t u dxdt

x t x t u

∫

∫

′ − +

+ ∇ ∇ −

ψ η ψ η

ψ η ψ η

( ) ( )( ( ) ( ) )

( ( ) ( )) ( ( ) ( ) )ddxdt +

+ − − ≥− ∫ ∫( 2) (0, , )( ( ) ( ) )0
2

0 0

n C H x t x t u dxdtn
n

T

S

ω ψ ηψη ˆ ˆ

 ≥ − −∫
Q

L
T

f x t u dxdt x( ( ) ( ) )
1

2
( ) (0) .2 ( )

2ψ η ψ η  Ω  (49)

Принимая во внимание, что линейная обо- 
лочка функций { ( ) ( ) : ( ), [0, ]}0

1ψ η ψ ηx t C C T∈ ∈∞ Ω  
в с ю д у  п л о т н а  в  п р о с т р а н с т в е  M  = 

= ∈ ∂ ∈{ }−u L T H u L T Ht
2

0
1 2 1(0, ; ( )), (0, ; ( ))Ω Ω ,  выво-

дим, что неравенство (49) выполняется для произ-
вольной функции ϕ( , )x t ∈M. Полагая ϕ τ= u ± v,  где 
v = ( ) ( )ψ ηx t , ψ ∈H0

1( )Ω , η ∈C T1[0, ] и переходя к пре-
делу при τ → +0, получим для и интегральное тож-
дество

0

T

t
Q

u dxdt u dxdt
T

∫∫ ∫∂ + ∇ ∇ +
Ω

v v

  + − − ∫ ∫ ∫( 2) (0, , ) = ,0
2

0 0

n C H x t dxdt f dxdtn
n

T

S
u

QT

ω ˆ ˆv v  (50)

где

H x t u x t
n
C

u x s e dsu

t a x n
C

t s

( , ) = ( , ) 2 ( , )
0 0

( ) 2 ( )
0− − −∫
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 −

−
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− + −







g x

a x n
C

e
a x n

C
t( )

( ) 2
1 .

0

( ) 2
0

Итак, u —  обобщённое решение задачи (30).
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HOMOGENIZATION LIMIT FOR THE DIFFUSION EQUATION IN A DOMAIN 
PERFORATED ALONG (n - 1)-DIMENSIONAL MANIFOLD WITH DYNAMIC 
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The problem of homogenization the diffusion equation in a domain perforated along an (n - 1)-dimensional 
manifold with dynamic boundary conditions on the boundary of the perforations is studied. A homogenization 
model is constructed that is a transmission problem for the diffusion equation with the transmission conditions 
containing a term with memory. A theorem on the convergence of solutions of the original problem to the solution 
of the homogenized one is proved.
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