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МЕХАНИКА

1. Рассмотрим плоскую задачу колебаний дву-
мерного симметричного (относительно вертикали 
и горизонтали) узкого плоского поплавка, соверша-
ющего малые вертикальные колебания на границе 
раздела двух идеальных несжимаемых жидкостей 
разной плотности (рис. 1). Устанавливается влияние 
формы эллиптического поплавка (эксцентриситета) 
и параметров среды на мгновенные частоту и пока-
затель затухания.

Задача о колебаниях поплавка —  пример само-
согласованной задачи [1], когда течение вокруг пре-
пятствия определяет силу гидродинамического со-
противления (по полю давления), которая вместе 
с силой Архимеда входит в число сил, позволяющих 
по второму закону Ньютона рассчитать движение 
центра масс поплавка. Для решения задачи требуется 
найти характер обтекания при произвольно задан-
ном вертикальном набегающем потоке. В непре-
рывно стратифицированной жидкости ранее были 
решены задачи о свободных колебаниях сферы ней-
тральной плавучести в идеальной [2] и вязкой [3] 
жидкости.

В рамках модели идеальной несжимаемой жид-
кости в приближении “тонкого поплавка” уравнения 
малых колебаний имеют вид интегродифференци-
ального уравнения, которое после обезразмеривания 

горизонтальной x lx→  и вертикальной y hy→  ко-

ординат и времени ϑ = Wt  (W2 = g h* / ) зависит 
от формы поплавка x y= ω( ) и величины параметра 
относительной ширины k = l h/ � 1:
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где W0 —  частота собственных колебаний поплавка 
(без учёта обратного влияния волнового поля). 
Определяемая формой характеристика гидродина-
мической системы
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Рис. 1. Геометрия задачи.
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имеет смысл обезразмеренной присоединённой 
массы единицы длины поплавка. Обычно для упро-
щения расчётов ограничиваются постановкой задачи 
Коши для уравнения (1), соответствующей началь-
ному состоянию покоя s(0) = 1, ′ =s ( ) .0 0  Форму по-

плавка описывает функция ω ω: x y= ( ), ω2 21= − y , 
y2 1≤ . Недостаточно полные расчёты проведены 
ранее [4, 5] для некоторых форм поплавков.

Большое влияние на характеристики колебаний 
поплавка оказывает вид ядра интегральной части 
уравнения колебаний (1)

 K R d( ) ( )cos( ) ,ϑ ξ ξϑ ξ= ∫ 2
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 R y y dy( ) ( )exp( )ξ ω ξ= − ′ −∫
0

1

, 

(2)

зависимость которого от аргумента времени имеет 
однотипный характер. Хотя для поплавков разных 
форм величины максимумов и минимумов зависи-
мости K(ϑ) значительно различаются, равно как и их 
положения, суммарные площади, ограничиваемые 
кривыми K(ϑ), остаются примерно одинаковыми 
(равными 0,067).

2. Приведём для сопоставления решение урав-
нения (1) для поплавка с бесконечной осадкой (по-
плавка Сретенского [1, 4, 5]), которое может быть 
построено аналитически с использованием преобра-
зования Лапласа
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В качестве численного (с предельно малым ша-
гом) метода использовался метод Эйлера —  конечно-
разностное интегрирование уравнения (1), когда 
зависимость (2) ядра K от времени представлялась 
в виде гистограммы
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Аналитическое решение (3) использовалось для 
верификации результатов численных расчётов в при-
ближении малых времён, когда аналитическое ре-
шение может быть представлено в виде асимптоти-
ческого ряда (рис. 2)

 s sn
n= ∑ϑ .

Численное решение показывает, что при малых 
значениях параметра k колебания происходят около 
положения нейтральной плавучести поплавка (ну-
левого уровня) и близки к гармоническим; затуха-
ние, вызванное излучением волн, мало. При увели-
чении относительной ширины поплавка колебания 
усложняются, их период меняется со временем 
и происходит смещение равновесного уровня, а при 
k ≥ 0,2 колебания становятся ангармоническими. 
Форма поплавка также влияет на характер колеба-
ний (рис. 3). Рассчитанные карты смещения по-
плавка от времени и ширины подтверждают при-
ведённые замечания.

3. Чтобы проанализировать локальные свойства 
колебаний и определить возможность влияния 
на них, рассмотрим зависимость мгновенных час-
тоты и коэффициента затухания от времени. Для 
этого реализуем аналитически метод Эйлера реше-
ния интегродифференциального уравнения коле-
баний поплавка, представив ядро уравнения в виде 
гистограммы 

 K K l N ll l l l= ≤ ≤ = =−{ , ( , , , )}    ...,  ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ1 1 2 ∆ .

Тогда уравнение поплавка преобразуется в при-
ближённое дифференциальное уравнение, в которое 
входит слагаемое с запаздывающим аргументом 
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Рис. 2. Зависимость смещения поплавка Сретенского 
от времени (начальная фаза колебаний). 1 — чис-
ленное решение, 2 —  асимптотика малых времён 
(n = 20).
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s l( ).ϑ ϑ−  Поскольку уравнение (1) линейное с по-
стоянными коэффициентами (зависимость ядра 
от времени представлена в виде гистограммы), его 
решение сводится к решению характеристического 
уравнения s( ) ~ exp( ),ϑ λϑ  которое оказывается 
не алгебраическим, а трансцендентным вида
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Выделяя действительную и мнимую части корней 
характеристического уравнения (5) λ γ= − + iW, бу-
дем искать его приближённое решение по пара-
метру k. При этом действительная часть корней 
представляет собой мгновенную частоту колебаний, 
а мнимая —  мгновенный декремент затухания

W W W

W

( ) ( )cos ,

( )

ϑ k ϑ

γ ϑ k

= + − −


















=

+
=

−

∑0 1 1 0
1

1

1 K K Kl l l
l

m

00 1 0
1

1

( )sin .K Kl l l
l

m

− +
=

−

∑ W ϑ

 (6)

Проведённые расчёты (рис. 4) показывают, что 
для поплавков эллиптического вида частота коле-
баний и декремент затухания быстро меняются в на-
чальный период времени, затем выходят на предель-
ные значения, причём величина декремента затуха-
ния ожидаемо растёт со временем, а предельное 
значение частоты может как превышать, так и быть 
меньше частоты собственных колебаний среды. 
У других рассмотренных видов поплавков, за исклю-
чением поплавка вогнутой ромбовидной фор- 
мы [5], который характеризуется и самым высоким 
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Рис. 3. Зависимости смещений поплавков Сретенского и эллиптической формы от времени (численный расчёт) при 
различных значениях относительной ширины k = l/h: 0,01 (1); 0,1 (2); 0,5 (3); 0,7 (4); 0,9 (5); 1,0 (6).
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Рис. 4. Зависимости частоты мгновенной частоты колебаний и декремента затухания для поплавка эллиптической 
формы при различных значениях относительной ширины k = l/h (1–6 — как на рис. 3).
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значением декремента затухания, при отличном 
от нуля значении параметра k предельная частота 
колебаний превосходит собственную частоту коле-
баний.

Переходя к пределу ∆ϑ → 0;  m → ¥: m∆ϑ =  
= const = ϑ в выражениях для мгновенной частоты 
и декремента затухания колебаний, получим их ана-
литические выражения
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 ϑ γ→ → →¥:  W const, const.

Они позволяют для исходной частоты плавучести 
рассматриваемой системы определить форму по-
плавка, соответствующую заданным требованиям 
к параметрам колебаний. Полученные выражения 
имеют смысл функций управления формой. Заметим 
также, что характеристики поплавков могут быть 
изменены динамически в процессе колебаний, на-
пример, за счёт изменения его ширины.

Поплавок эллиптической формы одинаковой 
площади и ширины (высоты различны) обладает 

свойством наибольшей добротности (минимального 
затухания). Этот результат уникален и представляет 
значительный интерес в теоретическом и приклад-
ном аспектах.

Источник финансирования. Работа выполнена при 
поддержке РФФИ (гранты № 16–01–00412, 17–01–
00538).
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Extreme in amplitude and frequency properties of oscillations of a thin elongated flat body of elliptical form in 
the vicinity of the interface of stably stratified ideal fluids are studied. Numerical and analytical procedures have 
been developed for solving a self-consistent boundary value problem on an asymptotically large time range. The 
time-dependences of the amplitude decay and frequency of oscillations are obtained. The comparison with 
similar characteristics, found early by the authors for floats of other forms, is carried out, and significant quanti-
tative and qualitative differences were established.

Keywords: float, neutral buoyancy body, oscillations, integro-differential equations, oscillation frequency, damp-
ing factor.


