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СПЕКТРАЛЬНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ ЛЯПУНОВА 
ДЛЯ БИЛИНЕЙНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
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Получены новые спектральные разложения решений уравнений Ляпунова, которые возникают при 
исследовании управляемости и наблюдаемости вектора состояний детерминированных билинейных 
систем. Такие же уравнения используются при анализе устойчивости и стабилизации стохастических 
линейных систем управления. Для вычисления спектральных разложений предложен итерационный 
алгоритм, использующий вычеты резольвенты матрицы динамики. Показано, что этот алгоритм сходится 
для любого начального приближения в случае несингулярной и устойчивой динамической системы. 
Практическая значимость полученных результатов состоит в том, что они позволяют охарактеризовать 
вклад отдельных собственных компонент системы или их парных комбинаций в асимптотическую 
динамику энергии возмущения в детерминированных билинейных системах и в стохастических линей-
ных системах. В частности, нормы найденных собственных компонент увеличиваются, если частоты 
соответствующих им колебательных мод сближаются. Таким образом, найденные разложения открывают 
возможность принципиально нового подхода для количественной оценки резонансных модальных 
взаимодействий в большом и важном классе слабонелинейных систем. 
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Уравнения Ляпунова и Сильвестра широко 
используются в различных приложениях совре-
менной теории управления для анализа устойчи-
вости, исследования структурных свойств систем, 
синтеза наблюдателей состояния, понижения по-
рядка математических моделей, решения задач оп-
тимальной фильтрации [1, 2].1 Сингулярные числа 
Ганкеля для решений уравнений Ляпунова эффек-
тивно применяют для уменьшения размерности 
моделей больших систем в методе сбалансирован-
ного отсечения, методе использования кросс-гра-
миана и их различных модификациях (см. ссылки в 
[3]). В монографии [4], посвящённой аппроксима-
ции больших моделей динамических систем, впер-
вые получены сингулярные разложения для решений 
уравнений Ляпунова, основанные на приведении 
матрицы динамики к диагональному виду. В [5, 6] 
были получены ещё более общие спектральные раз-
ложения решений уравнений Ляпунова и Сильвес-
тра для линейных систем на основе использования 
преобразования Лапласа и теории вычетов для слу-
чаев простого и произвольного спектра динамиче-
ской матрицы системы. Эти решения были пред-
ставлены в виде суммы эрмитовых матриц, соответ-

Институт проблем управления им. В.А. Трапезникова 
Российской Академии наук, Москва 

* E-mail:  jad@ipu.ru 
** E-mail:  isk_alex@mail.ru

ствующих отдельным собственным числам системы 
или их парным комбинациям. Практически такие 
же аналитические решения были найдены в другой 
форме в [7] с помощью нормальных форм Жордана. 
В той же статье были получены условия существо-
вания решений непрерывных и дискретных матрич-
ных уравнений Ляпунова и Сильвестра, а также 
предложены эффективные вычислительные алго-
ритмы их нахождения, основанные на приведении 
матрицы динамики линейной системы к форме 
Жордана. 

Билинейные системы представляют важный 
класс слабонелинейных систем, который позволяет 
точно описывать нелинейные эффекты, возника-
ющие при воздействиях малой величины. Известные 
модели билинейных систем описывают эволюцию 
ядерных реакторов и электроэнергетических систем, 
динамику молекул в химических реакциях, демо-
графические процессы, регуляцию в экологических 
системах, процессы клеточной динамики в биологии 
и иммунологии, капиталовложения и систему на-
логообложения в экономике, некоторые виды ди-
намики самолёта [8]. Использование уравнений 
Ляпунова для анализа свойств управляемости и на-
блюдаемости билинейных систем давно известно 
в теории управления [10]. В монографии [9] много-
мерное преобразование Лапласа и Z-преобразование 
были применены для вычисления изображений ядер 
Вольтерра для нелинейных, в том числе и билиней-
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ных, динамических систем. Методы уменьшения 
размерности билинейных динамических систем на 
основе использования спектральных свойств урав-
нений Ляпунова были исследованы в [11]. Эффек-
тивные итерационные алгоритмы для решения таких 
уравнений были предложены в [12, 13]. В работе [14] 
сформулирован единый подход к построению упро-
щённых моделей билинейных детерминированных 
систем и линейных стохастических систем высокой 
размерности, основанный на использовании реше-
ний соответствующих уравнений Ляпунова. 

В данном сообщении впервые получены спек-
тральные разложения уравнений Ляпунова для де-
терминированных билинейных систем и для линей-
ных стохастических систем. В отличие от [12–14], 
использующих сингулярные числа Ганкеля, в данной 
работе спектральные разложения получены в более 
общей форме, которая позволяет применить их для 
оценки резонансных модальных взаимодействий в 
билинейных системах, что невозможно сделать ис-
пользуя только сингулярные числа Ганкеля. В отли-
чие от [5–7], исследующих разложения функций 
Ляпунова для линейных систем, в настоящей ра-
боте аналогичные спектральные разложения полу-
чены для важного класса нелинейных систем, а 
именно для билинейных систем. Практическая зна-
чимость полученных результатов состоит в том, что 
они открывают возможность принципиально нового 
подхода для количественной оценки резонансных 
модальных взаимодействий в большом и важном 
классе слабонелинейных систем. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассматриваются уравнения Ляпунова вида

1

где� или
 

* * * *,   ,
m

AP PA N PN Q Q BB C Cg g
g=

+ + = − =∑  (1)

звёздочка обозначает эрмитово сопряжение, мат-
рицы ,  ,  n n n m m nA B C× × ×∈ ∈ ∈    описывают ли-
нейную  часть  динамики  системы,  а  матрицы 

n nN ×
g∈  учитывают билинейные компоненты. 

Уравнения (1) характеризуют свойства управля-
емости и наблюдаемости вектора состояний детер-
минированной билинейной системы [10, 11]: 

 1

00

 

( )  ( ) ( ) ( ) ( ),   

( )  ,   ( ) ( ), 

m

x t A x t N x t u t Bu t

x x y t Cx t

g g
g=

= + +

= =

∑

 (2)

где ,  ,  n m mx u y∈ ∈ ∈    – векторы состояния, 
управления и выходного сигнала. Те же самые урав-
нения (1) возникают при анализе устойчивости и 

стабилизации с т о х а с т и ч е с к и х  л и н е й н ы х 
систем [13, 14]. 

Линейный оператор в левой части (1) можно 
представить как сумму двух операторов 

 
1

и П
 

* *:      : .
m

A P AP PA P N PNg g
g=

+ ∑L    (3)

Первый оператор LA представляет собой стан-
дартный оператор Ляпунова, а второй оператор П 
является неотрицательным в том смысле, что 
П(Р) ≥ 0, когда  Р  ≥ 0. Будем предполагать, что ли-
нейный оператор LA + П несингулярен, и, таким 
образом, уравнение (1) всегда имеет единственное 
решение. Тогда решения PC и PO, отвечающие слу-
чаям Q = BBT и Q = CTC, соответственно, называются 
грамианами управляемости и наблюдаемо-
сти для билинейной системы (2). Для простоты 
дальнейшего изложения мы будем также считать, 
что динамическая матрица системы A имеет простой 
спектр s(A).

2. СПЕКТРАЛЬНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ 
РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ ЛЯПУНОВА 

ДЛЯ БИЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

Чтобы сформулировать спектральные разложения 
для решений уравнений Ляпунова (1), рассмотрим 
сначала стандартное уравнение Ляпунова 

 где 0* * ,     .AP PA Q Q Q+ = − = >  (4)

В работе [6] получены спектральные разложения 
его решений, которые были представлены с по-
мощью матричных вычетов Ri, представляющих 
собой коэффициенты в разложении резольвенты 
матрицы A: 

 ( ) 1 1 2

1 2

 . n

n

RR R
Is A

s s s
−− = + +…+

− l − l − l
 (5)

Сформулируем этот результат для уравнения (4) 
в следующем виде. 

Те о р е м а  1  [6]. Если 0*
i jl + l ≠  для всех

 , ( )i j Al l ∈s , то для любой матрицы Q существует 
единственное решение уравнения Ляпунова (4), кото-
рое можно представить в виде
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{...}Herm обозначает эрмитову часть матрицы, а Ri и 
Rj – матричные вычеты, соответствующие соб-
ственным числам l = li и l = lj. 

Каждый член iP  или Pij в разложениях (6) был 
назван субграмианом. Эти члены характеризуют 
вклад соответствующих собственных мод или их пар 
в вариацию энергии системы, определяемую соот-
ветствующим грамианом P на бесконечном интер-
вале времени. 

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 субграмианы 

iP  и Pij в разложениях (6) удовлетворяют уравнениям 
Ляпунова

   1
2

* *(  ), i i i iAP P A R Q QR+ = − +   (8)

 
1

2
*  ( ).ij ij i j j iA P P A R QR R QR+ = − +* *   (9)

Используем результат теоремы 2 для определения 
спектральных разложений решения уравнения Ля-
пунова (1).

Утверждение 1.  Спектральные разложения ре-
шений уравнения Ляпунова (1) имеют вид 
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P P P P P
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= = =∑ ∑ ∑   (10)

где матрицы iP  и ijP  определяются соответственно 
как решения уравнений 
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По аналогии с линейным случаем, матрицы iP  и 
Pij будем называть субграмианами для билинейной 
системы. Согласно сделанному ранее предположе-
нию, линейный оператор, стоящий в левой части 
(11) и (12), несингулярен. Поэтому субграмианы iP  
и Pij определяются однозначно для любой мат-

рицы Q. Заметим также, что 
1

n

i
i

R I
=

=∑ . Поэтому, 

складывая уравнения (12) для всех j, получаем урав-
нения (11). Складывая уравнения (11) для всех i, 
получаем уравнение (1).

3. ИТЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД ВЫЧИСЛЕНИЯ 
СПЕКТРАЛЬНЫХ РАЗЛОЖЕНИЙ

Предположим, что билинейная система (2) устой-
чива, т.е. собственные числа линейного оператора 
в уравнении (1) лежат в левой полуплоскости 

П( )A −s + ∈L  . Тогда, согласно теореме о сходя-
щихся расщеплениях в [15], это эквивалентно 
условию, что ( )A −s ∈L   и спектральный радиус 

1П 1 ( )A
−ρ <L . Используя введённые ранее обозна-

чения, для решения (1) можно предложить следу-
ющую итерационную схему [13]:

 ( )11 1П   ( ) ( ),k k
AAP P Q−+ −= − −L L  (13)

где k – номер итерации. Эта схема сходится незави-
симо от начального условия P 0, так как 1П 1 ( )A

−ρ <L . 
Тот же самый оператор используется для вычисления 
субграмианов в (11) и (12). Отсюда получаем следу-
ющее 

Утверждение 2.  Пусть уравнение Ляпунова (1) 
несингулярно и устойчиво, т.е. 0 П( )A∉ s +L  и 

П( )A −s + ∈L  . Тогда субграмианы iP  и ijP  в (11) и 
(12) определяются однозначно с помощью следующих 
итерационных схем, сходящихся при любом начальном 
приближении:

 ( ) ( ) 1 11 1
П

2
*

    ( ) ,k k
i i i iA AP P R Q QR− −+ = − − +L L   (14)

   ( ) ( )1 1 11
П

2  ( ) . k k
ij A ij A i j j iP P R QR R QR+ − −= − − +L L * *   (15)

Скорость сходимости итерационных схем (14) и 
(15) можно существенно ускорить, если применить 
методы подпространств Крылова и неявное пред-
обусловливание с переменными направлениями 
(ADI preconditioning) для обратного оператора Ля-
пунова [13]. 

Рассмотрим частный случай, когда матрица A и 
все матрицы Ng имеют диагональный вид: 

{ } { }1 2 1 2diag diag, , ..., ,  , , ..., .n nA N g g g
g= l l l = ν ν ν  Тогда 

итерационные схемы (14) и (15) для вычисления 
субграмианов расщепляются по матричным компо-
нентам и сводятся к геометрическим прогрессиям с 

показателями pr
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∑
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матрицы. В этом случае компоненты матриц субгра-
мианов вычисляются аналитически:
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где (·)pr обозначает pr-компоненту матрицы, а qpr – 
знаменатель её геометрической прогрессии.

Пример. Рассмотрим следующее уравнение Ля-
пунова для билинейной системы: 

1 0 1 0 1 1 1 0 3 3
0 2 0 2 0 1 1 1 3 3

.P P P
− − − −         ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ =         − − − −         

Согласно утверждению 1, его решение раскладыва-
ется на субграмианы в виде 

 1 2
4 5 0 75 3 5 1 25 8 2
0 75 0 1 25 1 2 1

, , , ,
,

, ,
P P P

     = + = + =     
     

 

 

11 12 21 22

3 0 1 5 0 75 1 5 0 75 2 0 5
0 0 0 75 0 0 75 0 0 5 1

, , , , ,
.

, , ,

P P P P P    
                 
       
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In this paper, novel spectral decompositions are obtained for the solutions of generalized Lyapunov equations, 
which are observed in the study of controllability and observability of the state vector in deterministic bilinear 
systems. The same equations are used in the stability analysis and stabilization of stochastic linear control systems. 
To calculate these spectral decompositions, an iterative algorithm is proposed that uses the residues of the resolvent 
of the dynamics matrix. This algorithm converges for any initial guess, for a non-singular and stable dynamical 
system. The practical significance of the obtained results is that they allow one to characterize the contribution 
of individual eigen-components or their pairwise combinations to the asymptotic dynamics of the perturbation 
energy in deterministic bilinear and stochastic linear systems. In particular, the norm of the obtained eigen-
components increases when frequencies of the corresponding oscillating modes approximate each other. Thus, 
the proposed decompositions provide a new fundamental approach for quantifying resonant modal interactions 
in a large and important class of weakly nonlinear systems. 
Keywords: bilinear systems, stochastic linear systems, resonant modal interactions, Lyapunov equations, spectral 
decompositions, Gramians, sub-Gramians. 
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