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Исследование математических моделей выро-
ждающихся процессов потребовало развитие теории 
вырождающихся уравнений, что, в свою очередь, 
потребовало развитие теории псевдодифференци-
альных операторов. Краевые задачи для вырожда-
ющихся уравнений относятся к неклассическим 
задачам математической физики. Одна из главных 
трудностей, возникающих в теории вырождающихся 
уравнений, связана с влиянием младших (в смысле 
теории регулярных операторов) членов уравнения 
на постановку граничных задач и их коэрцитивную 
разрешимость.1

Основополагающей работой в теории эллиптиче-
ских задач с вырождением является работа М.В. Кел-
дыша [1], в которой показано, что гладкость решений 
вырождающихся эллиптических уравнений второго 
порядка существенно зависит от поведения младших 
членов уравнения в окрестности многообразия вы-
рождения. Исследование вырождающихся эллипти-
ческих уравнений высокого порядка при “степенном” 
характере вырождения было начато в работе М.И. Ви-
шика и В.В. Грушина [2]. Дальнейшее развитие 
теории коэрцитивной разрешимости вырождающихся 
уравнений потребовало соответствующего развития 
теории псевдодифференциальных операторов. Одним 
из направлений развития этой теории стало введение 
и исследование классов весовых псевдодифферен-
циальных операторов, построенных с помощью спе-
циального интегрального преобразования Fa, введён-
ного в [3]. Исследование весовых псевдодифферен-
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циальных операторов с постоянным символом по-
зволило разработать метод исследования общих 
краевых задач для вырождающихся эллиптических 
уравнений (см. [3, 4]). При этом вырождение носит 
не только “степенной” характер, но и произвольный. 
Другой метод использования псевдодифференциаль-
ных операторов в теории вырождающихся уравнений 
был применён С.З. Левендорским [5]. В отличие от 
работы [5], мы не требуем, чтобы весовая функция 
a(t), определяющая вырождение, принадлежала про-
странству 1( )C R∞ . Далее были исследованы некото-
рые классы весовых псевдодифференциальных опе-
раторов с переменным символом (см. [4, 6]), что 
позволило исследовать новые классы граничных 
задач для вырождающихся эллиптических уравнений 
высокого порядка.

В настоящей работе исследуются свойства нового 
класса весовых псевдодифференциальных операто-
ров с переменным символом, зависящих от ком-
плексного параметра. Потребность в исследовании 
таких операторов возникла при изучении начально-
краевых задач для вырождающихся параболических 
уравнений. 

Введём в рассмотрение функцию, для которой 
0 0 0( ) ( )′a + = a + = , ( )> 0ta  при 0t > , ( ) constta =  для 

t d≥  при некотором d  > 0. Рассмотрим интегральное 
преобразование 
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Такое преобразование было введено и исследовано 
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в [3]. Для преобразования Fa справедлив аналог ра-
венства Парсеваля 11

22
2

+
a h = π

( )( )
[ ]( ) ,

L RL R
F u u  что 

даёт возможность расширить это преобразование до 
непрерывного преобразования, осуществляющего 
гомеоморфизм пространств 1

2( )L R  и 1
2( )L R+ . Это 

равенство позволяет также рассмотреть преобразо-
вание Fa на некоторых классах обобщённых 
функций. Для расширенного таким образом пре-
образования Fa сохраним старое обозначение. Обо-
значим через Fa

-1 обратное к Fa преобразование. Это 
преобразование можно записать в виде 
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где 1F -
h→τ  – обратное преобразование Фурье. На 

функциях 1
0( ) ( )u t C R∞

+∈  выполняются соотношения 
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Рассмотрим весовой псевдодифференциальный 
оператор с символом, зависящим от комплексного 
параметра l. Этот оператор определён формулой 

 1 1
,( , , , ) v( , )

( , , , ) [v( , )]
x t
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P t D D x t
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- -
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nx x x xD i -
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τ ττ ττ = ∂ ∂ ∂ .

О п р е д е л е н и е  1 .  Будем говорить, что символ 
( , , , )p tl ξ h  весового псевдодифференциального 

 оператора ( )
,( , , , )x tP t D Ds

al  п р и н а д л е ж и т 
к л а с с у  с и м в о л о в  ,

, ( )S s ρ
a l Ω , где 1R+Ω⊂  – откры-

тое множество, l – комплексное число 
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2

{ , arg , } ,Q C
π l∈ = l∈ l < l > 

 

s – действительное число, 0 1( ; ]ρ∈ , если функция 
( , , , )p tl ξ h  является бесконечно дифференцируемой 

функцией по переменной t∈Ω  и по переменной 
1Rh∈ . Причём при всех 0 1 2 0 1 2, , , ..., , , , ...m l= =  

справедливы оценки 

( ) ( ) ( )1
2 2 2 2

,( ) , , , | | | | | |
m l l

m ll
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с константами 0>, ,m lc  не зависящими от 
1 1,nR R-ξ∈ h∈ , Cl ∈ , t ∈ Ω . 

О п р е д е л е н и е  2 .  П р о с т р а н с т в о  , ( )n
sH Ra +  

(s – действительное число) состоит из всех функций 

2( , ) ( )nv x t L R+∈ , для которых конечна норма
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О п р е д е л е н и е  3 .  П р о с т р а н с т в о  , , ( )n
s qH Ra +

( 0 1,s q≥ > )   состоит   из   всех   функций 

,( , ) ( )n
sv x t H Ra +∈ , для которых конечна норма 

 

2

2 21 1 2 2

0
1

2 2

1

+

-
- -
ξ→ aa l

=

a →ξ

 
= + l + ξ + h ×

× ∂  

∑
[ ]

, , ,

( )

( )

[ ] ,
n

s qls q

xs q
l

l
x t

L R

v F F

F F v  

зависящая от параметра l. Здесь [s/q] – целая часть 
числа s/q.

Доказаны следующие утверждения.

Т е о р е м а  1 .  Пусть ,( , , , )x tP t D Dal  и 

,( , , , )x tQ t D Dal  – весовые псевдодифференциальные 
операторы. Предположим, что их символы ( , , , ),p tl ξ h

( , , , )q tl ξ h  принадлежат классам 1,
, ( )mS ρ

a l Ω , 2,
, ( )mS ρ

a l Ω  
(m1,  m2  –  действительные  числа,  0 1ρ∈ ( ; ]),

0
2
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π

l∈ = l∈ l < l >  Тогда для любого 

0N ≥  существует 1 0N >  и такой символ 
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NT t S -

a ll ξ h ∈ Ω , что справедливо равенство
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где 
1 ,( , , , )N x tT t D Dal  – весовой псевдодифференциаль-

ный оператор с символом  
1
( , , , )NT tl ξ h ,  а 

,( , , , )j x tR t D Dal  – весовые псевдодифференциальные 
операторы с символами 
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Те о р е м а  2 .  Если ,
,( , , , ) ( )mp t S ρ

a ll ξ h ∈ Ω , m  – дей-

ствительное число, 0 1( ; ]ρ∈ , { , argQ Cl∈ = l∈ l <  

0
2

, }
π

< l > , то весовой псевдодифференциальный опе-

ратор ,( , , , )x tP t D Dal  для любого действительного s 
есть ограниченный оператор из , ( )n

s mH R+ a +  в 

, ( ).n
sH Ra +

Ус л о в и е  1 .  Существует число (0,1]m∈  такое, 

что ( ) ( )t t c-m′a a ≤ <∞  при всех 0[ , )t ∈ +∞ . Кроме 

того, 1 0( ) [ , )st Ca ∈ +∞  для некоторого 1 2 | |s N≥ - s , 
где
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s  – некоторое действительное число. 

Можно показать, что указанное выше число m 
существует, если 0 0 0( ) '( )a + = a + = .

Те о р е м а  3 .  Пусть символ ( , , , )p tl ξ h  весового 

псевдодифференциального оператора ( )
,( , , , )x tP t D Ds
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с константой 0c > , не зависящей от v .

Те о р е м а  4 .  Пусть 1q > , 0s ≥  – действительные 
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справедлива оценка
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Те о р е м а  6 .  Пусть выполнено условие 1 и символ 
( , , , )p tl ξ h  весового псевдодифференциального опера-
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О п р е д е л е н и е  4 .  Пусть 1R+Ω⊂  – открытое 
множество.  Будем  говорить,  что  функция 
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если ( , , , , )a t yl ξ h  является бесконечно дифферен-

цируемой по переменным 1 , ∈Ω ∈Ω h∈,t y R  и на 
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Рассмотрим оператор вида
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при любых N  = 1, 2, ...
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Теорема 7 даёт возможность построить сопряжён-
ный оператор к весовому псевдодифференциальному 
оператору.

О п р е д е л е н и е  5 .  С о п р я ж ё н н ы м  о п е р а -
т о р о м  к весовому псевдодифференциальному  
оператору  ,( , , , )x tP t D Dal   назовём  оператор 

*
,( , , , )x tP t D Dal , удовлетворяющий равенству 
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2( )
( , ) nL R+
⋅ ⋅  – ска-

лярное произведение в 2( )nL R+ .

Те о р е м а     8 .     Если    ,
,( , , , ) ( )mp t S ρ

a ll ξ h ∈ Ω , 

1 1 ,R m R+Ω⊂ ∈ , 0 1( ; ]ρ∈ , { 2
, arg ,Q C

π
l∈ = l∈ l <  

0
l > 


, то оператор a
*

,( , , ),x tP t D D  сопряжённый 

к весовому псевдодифференциальному оператору 

,( , , )x tP t D Da  с символом ( , , )p t ξ h , является весовым 
псевдодифференциальным оператором с символом 

* ,
,( , , ) ( )mp t S ρ

a lξ h ∈ Ω . Причём справедливо соотношение 

 

1

1

*

,
,

( )
( , , , ) ( ( ) ) ( , , , )

!

( )

jN
j j

y
j

m N

i
p t y p t

j

S

-

h
=

- ρ
a l

l ξ h - a ∂ ∂ l ξ h ∈

∈ Ω

∑

для любых 1 2= , , ...N

С использованием теорем 7 и 8 доказано нера-
венство, являющееся аналогом неравенства Гординга 
для весовых псевдодифференциальных операто- 
ров.

Те о р е м а  9 .  Пусть ,( , , , )x tP t D Dal  – весовой 
псевдодифференциальный оператор с символом 

,
,( , , , ) ( )mp t S ρ

a ll ξ h ∈ Ω , 1 1 ,R m R+Ω⊂ ∈ , 0 1( ; ]ρ∈ , 

 { }0
2

, arg , .Q C
π

l∈ = l∈ l < l >

Пусть l ξ h ≥ + l + ξ + h1Re ( , , , ) ( | | | | | |)mp t c  для всех 

-ξ∈ h∈ ∈ ⊂Ω1 1R, , ,nR t K  где K – произвольное ком-
пактное множество. Тогда для любого 1s R∈  и любой 
функции 1

0( , ) ( )nu x t C R K∞ -∈ ×  справедливо неравенство

 

2

2 2
0 1

2

+
a

a la l

≥

≥ -

, ( )

, ,, ,

Re( ( , , ) ( , ), ( , )) nx t L R

m s

P t D D u x t u x t

c u c u

с некоторыми константами > >0 10  0c и с .

При 1ρ =  аналогичные классы весовых псевдо-
дифференциальных операторов были исследованы 
в [7].
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In this paper, a new class of degenerate pseudo-differential operators is investigated, with a variable symbol depending 
on the complex parameter. Pseudodifferential operators are constructed by a special integral transform. Theorems on 
the composition and boundedness of these operators in special weighted spaces are proved. The behavior of these 
operators on hyperplanes of degeneration is investigated. The theorems on the commutation of these operators with 
differentiation operators are established. A adjoint operator is constructed and an analogue of Goring inequality for 
degenerate pseudodifferential operators is proved.
Keywords: degenerate pseudodifferential operator, composition, commutator, adjoint operator, weighted spaces, 
Gording inequality.
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