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Предметом исследования этой работы является 
одна из труднорешаемых задач разбиения конечного 
множества точек евклидова пространства. Цель ис-
следования —  выяснение вопроса о статусе вычис-
лительной сложности одномерного случая задачи. 
Наше исследование мотивировано открытостью 
указанного математического вопроса, а также важ-
ностью задачи для приложений, в частности, для 
прикладных проблем анализа данных (Data analysis), 
интерпретации данных (Data mining), распознавания 
образов (Pattern recognition), машинного обучения 
(Machine learning) и обработки большеразмерных 
данных (Big data processing).

1. ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ,  
ЕЁ ИСТОКИ И СВЯЗАННЫЕ  

С НЕЙ ПРОБЛЕМЫ

В известной кластеризационной задаче K-Means 
дано N-элементное множество Y точек в евклидовом 
пространстве размерности d и натуральное число K. 
Требуется найти разбиение входного множества Y 
на непустые непересекающиеся кластеры C1, ..., CK, 
минимизирующее сумму
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 —  центроид k-го кластера.

Другое распространённое название задачи  
K-Means —  MSSS (Minimum Sum-of-Squares Cluster-
ing), т. е. кластеризация по критерию минимума 
суммы квадратов. В статистике эта задача известна 
с прошлого века и связана с именем Фишера (см., 
например, [1, 2]). На практике (в самых разнооб-
разных приложениях) она возникает в ситуациях, 
когда имеется гипотеза о том, что имеющаяся сово-
купность Y выборочных (входных) данных содержит 
K однородных кластеров (подмножеств) C1, ..., CK, 
в которых точки разбросаны относительно соответ-
ствующих неизвестных средних значений y( ),C1  ... 
..., y K( ).C  Однако соответствие данных и кластеров 
неизвестно. Очевидно, что в этой ситуации для кор-
ректного применения классических статистических 
методов (проверки гипотез и оценивания) к обра-
ботке выборочных данных требуется сначала разбить 
их на однородные группы (кластеры). Эта ситуация 
типична, в частности, для отмеченных выше при-
кладных проблем. 

Сильная NP-трудность задачи K-Means установ-
лена относительно недавно [3]. Полиномиальная 
разрешимость этой задачи на числовой прямой до-
казана ещё в прошлом веке в [4]. В этой работе пред-
ставлен алгоритм, реализующий схему динамиче-
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ского программирования. Он позволяет находить 
точное решение задачи в одномерном случае 
за время O(KN 2). Этот алгоритм опирается на точ-
ный полиномиальный алгоритм решения известной 
задачи о ближайшем соседе (Nearest neighbor search 
problem) [5]. В последние годы для одномерной за-
дачи K-Means построен ряд точных алгоритмов, 
имеющих улучшенные показатели быстродействия. 
Обзор ускоренных алгоритмов и их свойств можно 
найти в [6].

Объектом нашего внимания является близкая 
по постановке к задаче K-Means слабоизученная

З а д а ч а  1  (K-Means and Given J-Centers). Д а н о: 
N-элементное множество Y точек в евклидовом про-
странстве размерности d, натуральное число K и на-
бор {c1, ..., cJ} точек. Н а й т и: разбиение множества Y 
на K + J непустых кластеров C1, ..., CK, D1, ..., DJ та-
кое, что
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где y k( )C  —  центроид k-го кластера.

Эту задачу можно рассматривать как модифика-
цию задачи K-Means. С другой стороны, введённые 
обозначения позволяют назвать задачу 1 как K-Means 
and Given J-Centers.

В отличие от задачи K-Means, задача 1 моделирует 
прикладную проблему, в которой у части кластеров, 
а именно у D1, ..., DJ, соответствующие центры c1, ... 
..., cJ квадратичного разброса данных известны зара-
нее (заданы). Эта прикладная проблема также ти-
пична для анализа и интерпретации данных, распо-
знавания образов и машинного обучения. В част-
ности, двухкластерный вариант задачи —  1-Mean and 
Given 1-Center —  связан с решением прикладной 
проблемы обработки сигналов, а именно с проблемой 
совместного обнаружения квазипериодически по-
вторяющегося импульса неизвестной формы и оце-
нивания этой формы в условиях гауссовского шума 
с нулевым средним [7–9]. В этом двухкластерном 
варианте задачи нулевое среднее соответствует клас-
теру с заданным в начале координат центром. Первое 
сообщение об этом двухкластерном варианте задачи 1, 
по-видимому, было сделано в [7]. Заметим, что более 
простые экстремальные задачи, которые индуциру-
ются прикладными проблемами помехоустойчивого 
обнаружения и различения импульсов заданных 
форм, характерны, в частности, для радиолокации, 
электронной разведки, гидроакустики, геофизики, 
технической и медицинской диагностики, космиче-
ского мониторинга (см., например, [10–12]).

Сильная NP-трудность задачи 1 установлена 
в [13–15]. Вопрос о разрешимости этой задачи 
на числовой прямой до последнего времени оста-
вался открытым.

Основной результат настоящей работы —  дока-
зательство полиномиальной разрешимости задачи 1 
в одномерном случае.

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ  
УТВЕРЖДЕНИЯ

Наше доказательство опирается на несколько 
приведённых ниже вспомогательных утверждений, 
которые раскрывают структуру оптимального реше-
ния задачи 1. Для краткости мы приводим эти 
утверждения без доказательства, ограничиваясь из-
ложением их идей.

Обозначим через C C1
* *, ..., ,  K  D D1

* *, ...,  J оптималь-
ные кластеры в задаче 1.

Л е м м а  1. Пусть d = 1 в задаче 1. Тогда если 

c cm < �, где 1 ≤ ≤m J , 1 ≤ ≤� J , то для любых x m∈D*  

и z ∈D�
* выполнено неравенство x z≤ .

Л е м м а  2. Пусть d = 1 в задаче 1. Тогда:

1) если y cm( ) ,*C < �  где 1 ≤ ≤m K , 1 ≤ ≤� J , то для 

любых x m∈C *  и z ∈D�
* справедливо неравенство x z≤ ;

2) если y cm( ) ,*C > �  где 1 ≤ ≤m K , 1 ≤ ≤� J , то для 

любых x m∈C *  и z ∈D�
* выполнено неравенство x z≥ .

Л е м м а  3. Пусть d = 1 в задаче 1. Тогда если 

y ym( ) ( ),* *C C< �  где 1 ≤ ≤m K , 1 ≤ ≤� K , то для любых 

x m∈C *  и z ∈C�
* справедливо неравенство x z≤ .

Доказательство лемм 1–3 проводится методом 
от противного с применением равенства
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справедливость которого следует из известной фор-
мулы для суммы квадратов диагоналей трапеции.

Л е м м а  4. Если d = 1 в задаче 1, то для каждого 
k K∈ { , , ..., }1 2    и каждого j J∈ { , , ..., }1 2    справедливо 

y ck j( )*C ≠ .

Л е м м а  5. Если d = 1 в задаче 1, то для каждых 
k j K, { , , ..., }    ∈ 1 2  таких, что k j≠ , справедливо 

y yk j( ) ( )* *C C≠ .

Доказательство этих лемм также проводится ме-
тодом от противного.

Леммы 1–5 устанавливают взаимное расположе-
ние на числовой прямой оптимальных кластеров 

D D1
* *, ...,  J  с заданными центрами и кластеров 
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C C1
* *, ...,  K  с неизвестными центрами. Эти леммы 

служат базой для доказательства следующего утверж-
дения.

Те о р е м а  1. Пусть d = 1 в задаче 1 и, кроме того, 
точки y yN1, ...,   входного множества Y, а также 
точки c1, ..., cJ упорядочены так, что

 y yN1 < <... ,

 c cJ1 < <... .

Тогда оптимальному разбиению Y на кластеры 

C C1
* *, ..., ,  K  D D1

* *, ...,  J  соответствует разбиение по-
следовательности 1, 2, ..., N натуральных чисел на не-
пересекающиеся целочисленные отрезки.

3. ПОЛИНОМИАЛЬНАЯ  
РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ  
В ОДНОМЕРНОМ СЛУЧАЕ

Следующая теорема является основным резуль-
татом работы.

Те о р е м а  2. Существует полиномиальный алго-
ритм, который при d = 1 находит оптимальное реше-

ние задачи 1 за время O( )KJN 2 .

Доказательство теоремы проводится конструк-
тивно, а именно: мы даём обоснование алгоритма, 
который реализует схему динамического программи-
рования и позволяет находить точное решение за-
дачи за полиномиальное время.

Идея доказательства состоит в следующем. Без 
ограничения общности мы полагаем, что точки 
y yN1, ...,   входного множества Y, а также точки 
c1, ..., cJ упорядочены, как в теореме 1.

Пусть Ys t s ty y, { , ..., }=   , где 1 ≤ ≤ ≤s t N , —  под-
множество из t - s + 1 точек входного множества Y 
с номерами от s до t.

Положим

 f y c j Js t
j

i j
i s

t

, ( , , , ..., ,= - =
=
∑ )       2 1 2

 f y ys t i s t
i s

t

, ,( ( )) ,= -
=
∑ Y 2

где y s t( ),Y  —  центроид подмножества Ys t, .

Мы доказываем, что оптимальное значение F * 
целевой функции задачи 1 находится по формуле

 F F NK J
*

, ( ),=

а значения функции
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вычисляются по нижеприведённым рекуррентным 
формулам. При этом формула
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задаёт начальные и граничные условия для после-
дующих вычислений. Основная формула
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определяет рекурсию. В целом формулы (1), (2) реа-
лизуют прямой ход алгоритма.

Далее мы доказываем, что оптимальные кластеры 

C C1
* *, ..., ,  K  D D1

* *, ...,  J  находятся с помощью следу-
ющего рекуррентного правила, которое реализуется 
на обратном ходе алгоритма. Пошаговая запись пра-
вила:

Ш а г  0. k K:= , j J:= , n N:= .

Ш а г  1. Если

 min( ( ) ) min( ( ) ),, , , ,
i

n

k j i n
i

n

k j i n
jF i f F i f

= - = -- + ≤ - +
1

1
1

11 1

то

 Ck i i ny y y* { , , ..., },* *= +   
1

где

 i F i f
i

n

k j i n
*

, ,argmin( ( ) ),= - +
= -

1
1 1

 выполнить k k:= - 1; n i: *= - 1.

Если же

 min( ( ) ) min( ( ) ),, , , ,
i

n

k j i n
i

n

k j i n
jF i f F i f

= - = -- + > - +
1

1
1

11 1

то

 D j i i ny y y* { , , ..., },* *= +   
1

где

 i F i f
i

n

k j i n
j*

, ,argmin( ( ) ),= - +
= -

1
1 1

 выполнить j j:= - 1; n i: *= - 1.
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Ш а г  2. Если k > 0 или j > 0, то переход на шаг 1, 
иначе —  конец вычислений.

Справедливость этого правила доказывается 
по индукции.

Наконец мы доказываем, что время работы ал-

горитма есть величина O( ),KJN 2  т. е. алгоритм по-
линомиален. Справедливость этой оценки времени 
работы алгоритма следует из того, что вычисления 
по формуле (2) производятся O(KJN) раз, причём 
для каждого вычисления требуется O(N) операций.

Таким образом, NP-трудная в сильном смысле 
задача 1 в одномерном случае разрешима за поли-
номиальное время. Построение приближённых эф-
фективных алгоритмов с гарантированными оцен-
ками точности для общего случая представляется 
делом ближайшей перспективы.

Источники финансирования. Разделы 2, 3 выпол-
нены при финансовой поддержке РФФИ, проекты 
19–01–00308 и 18–31–00398, остальные разделы — 
при поддержке программы ФНИ РАН, проект 0314-
2019-0015.
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We consider the problem of partitioning a finite set of points in Euclidean space into clusters so as to minimize 
the sum over all clusters of the intracluster sums of the squared distances between clusters elements and their 
centers. The centers of some clusters are given as an input, while the other centers are defined as centroids (geo-
metrical centers). It is known that the general case of the problem is strongly NP-hard. We show that there exists 
an exact polynomial algorithm for the one-dimensional case of the problem.

Keywords: minimum sum-of-squares clustering, Euclidean space, NP-hard problem, one-dimensional case, 
polynomial solvability.
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